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Resumo

O presente trabalho tem por objectivo efectuar uma abordagem elemen-
tar a alguns espacos de fungdes teste e funcdes generalizadas no contexto
da anédlise ndo Gausseana. Assim, vamos construir uma familia de espacos
nucleares de fungdes teste N /\ﬁ , B € [0,1], bem como a respectiva familia
dual Ny 7 relativamente ao espago de Hilbert L2()\), onde A é uma medida
de probabilidade em R. Estes espacos admitem uma caracteriza¢do em ter-
mos de certas transformacdes integrais. No caso particular do espaco N1,
vamos definir um tipo de produto - o produto de Wick -, o qual € objecto de
aplicacdes em diferentes areas da Matematica.

1 Introducao

A andlise Gauseana e, em particular, a andlise ruido branco introduzidos hd mais
de vinte anos, tornaram-se instrumentos matematicos com uma larga aplicac¢io aos
problemas da matemadtica, e matemdtica-fisica. Para uma revista sobre os 20 anos
de analise ruido branco ver [14], assim como [5], [8] e referéncias neles citadas. O
ponto essencial nessa construcao € uma decomposi¢do em caos ou decomposi¢ao
ortogonal do espaco L2,

Diferentes extensoes destes resultados foram obtidas por Berezansky et al. [6].
A partir de uma familia de operadores de campo foi construida uma decomposi-
¢do ortogonal relativamente as medidas espectrais. Uma outra generalizacdo foi
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obtida em [2] para medidas de probabilidade com densidade suave. Esta gene-
ralizacdo foi obtida por intermédio de uma decomposi¢do biortogonal, a qual é
a generalizacdo natural da decomposicao ortogonal em andlise Gausseana. Para
uma apresentacao sistematica destes resultados ver [1].

Kondratiev et al. [13] consideraram medidas de probabilidade nido degenera-
das com transformada de Laplace analitica. Nestas condi¢des € possivel cobrir as
medidas de tipo Poisson. Usando o sistema de Appell (P*, Q") de polinémios de
Appell P* e o sistema de funcdes generalizadas Q*, adequadamente associados 2
medida )\, obtiveram entre outros:

e construcgdo, descricdo e caracterizacdo dos espacos de funcgdes teste, assim
como de fun¢des generalizadas,

e extensao do calculo de Wick neste contexto.

Neste trabalho construimos os resultados obtidos em [13] quando o tripleto de
Schwartz S'(R) D L*(R) D S(R) se reduz ao tripleto R D R D R. Isto sugere
o titulo deste trabalho. Como exemplos, apresentamos as medidas de Poisson,
Gama e Gausseana.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Sec¢do 2 construimos o
sistema de polinémios de Appell P* associados a uma medida de probabilidade
A em R, a qual satisfaz determinadas hipéteses, ver Hipétese 1, 2 em baixo. Na
Seccdo 3 introduzimos o sistema de fungdes generalizadas Q* associado a )\, de
tal forma que os dois sistemas P* e Q* sdo biortogonais relativamente a L%(\). Na
Seccdo 4 construimos o espago nuclear de fungdes teste V' 8 B € [0, 1] associado a
A, bem como o seu dual NV, 7 relativamente a L?()\). Na Secgdo 5 caracterizamos
os espagos NV, JN \ p por intermédio de duas transformadas integrais e, finalmente,
na Secc¢do 6 apresentamos o produto de Wick e cdlculo de Wick de neste contexto.

2 Polinémios de Appell associados a uma medida de
probabilidade

Nesta seccdo introduzimos o sistema de polindmios de varidvel real, denomina-
dos polinomios de Appell [3], associados a uma medida de probabilidade A em
R, a custa dos quais se escrevem os elementos dos espacos de funcdes teste que
consideraremos. Vamos restringir a nossa investigacao a uma classe especial de



medidas A sobre R. A primeira das quais diz respeito a analiticidade da sua trans-
formada de Laplace, denotada por [, (-):

Ih(2) = / ed\(x) = Ey(e*), ze€C. (1)
R
Hipoétese 1 A transformada de Laplace de )\ é uma funcdo analitica em torno da

origem. A classe destas medidas é denotada por M,(R).

Uma descri¢@o equivalente da classe M, (R) é dada na seguinte proposi¢do
cujos detalhes da sua prova estd no Apéndice A.

Proposicao 1 Seja A uma medida de probabilidade em R. Entdo, as seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

1. A e M,(R),
2.3C,K >0: VneNg:=NU{0}, |[;z"d\(z)| <nlC"K,
3.3 >0: [,elldA(z) < o

De seguida vamos formular a segunda hipdtese sobre A a qual serd usada na
Seccdo 3, nomeadamente para garantir que o conjunto dos polinémios sobre R é
denso em L?(R, \) =: L?(\). De referir que esta condigfio na sua primeira versio
em [13] revelou-se insuficiente como demonstra o contra exemplo apresentado em
[10].

Hipoétese 2 VO C R aberto ndo vazio, tem-se \(O) > 0.

Dado z € C definimos a exponencial normalizada relativamente a medida A,
também designada por exponencial de Wick, por

;) R—=C ;T) = .
6)\(2, ) — L, ZL'I—>6)\(Z,IE) l)\(Z)
Dado que [, (0) = 1, entdo existe uma vizinhan¢a V' de 0 € C onde e, (-; z) é dada

por
[e.e]

Z’n
ex(z;r) = Z FPT;\(x), VzeV,
n=0
com P)(z) = “e\(z;2)],0. As fungdes P,(-), n € Ny sdo polinémios de

grau n também conhecidos por polinémios de Appell, ver [3]. O conjunto P* :=
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{PX(), n € Ny} denomina-se sistema de polinémios de Appell associado a me-
dida \.

Vamos coleccionar algumas propriedades dos polinémios P(-) cuja demos-
tracdo se deixa a cargo do leitor ou, no caso mais geral, pode ser consultada em
[13]. Ver também [12] para uma generalizagdo.

Proposicao 2 Os polinomios de Appell satisfazem as seguintes propriedades: .,y €
R.

1. LPXNz)=nP) (z),Vn €N,

de™n

2. P () =>4, (Z)kaﬁfk(O)_

0= X () PV onde M = fandA).

4. PMa+y) = Yo () P @)y ™",

5. Ex(P)(-)) = 6no, onde b;; é a fungdo delta de Kronecker:

N

Para qualquer ¢ > 0, tal que e)(-;x) é analitica em {z € C| |z| < e},
existe C. > 0 tal que |P)(x)| < Conle e,

3 Sistema de Appell dual

Consideremos o espago de Hilbert L?()\) das fun¢des complexas mensuraveis de
varidvel real cujo quadrado do mdédulo é A-integrdvel assim como o conjunto
P(R) dos polinémios em R com coeficientes complexos. Usando a Proposicéo 2-
3. podemos escrever P(R) na forma

P(R) = {SOiR—”CW p(x) =) @P(x), ¢ eC, ne No}-
k=0

Dado que A admite os momentos de todas as ordens, entdo se ¢ € P(R) é claro
que ¢ € L*(\). Por outro lado, a Hipétese 2 garante que a inclusio P(R) —
L*(\) é injectiva. Assim, P(R) é um subespago denso em L*(\).

Em P(R) define-se a seguinte no¢do de convergéncia: uma sucessdo de poli-
némios (¢;);en C P(R) converge para ¢ € P(R) se e s6 se a sucessdo (ny, )ien
do grau dos polinémios ¢; € limitada e os coeficientes convergem termo a termo.



Consideremos o operador de deriva¢io de ordem k, k € Ny, denotado por V*
definido em P(R) por

(o) = T e pm)

E claro que V¥ é um operador continuo para a nocdo de convergéncia anterior.

Seja P4 (R) o dual de P(R) relativamente a L(\), i.e., P4 (R) é o conjunto dos
funcionais lineares continuos definidos em P(R) os quais sdo dados em termos
do produto interno em L?()). Simbolicamente

(p) = (9, @) = (¢, P)12(n), VP € PA(R), » € P(R).

A aplicagdo bilinear (-, -) também se chama par dual entre P, (R) e P(R) e os
elementos de P, (R) chamam-se fungdes generalizadas ou distribui¢oes. Assim,
temos a seguinte a cadeia de espacos

Pi(R) D L*(\) D P(R).
Dado que V* € continuo, entdo o seu adjunto (V*)* : P, (R) — P4 (R) € tal que
(g, (VE)"®@) = (V'¢, @), V@€ P(R), ¢ € P(R).
Como 1 € P;(R), entdo temos uma familia de elementos em P4 (R) dada por
Q= (VF)*1, k € Ny. O conjunto Q* := {Q3 = (V*)*1, k € Ny} denomina-

se sistema de Appell dual associado a .

Proposiciio 3 O sistema de polinémios de Appell P* e o sistema de Appell dual
Q* sdo biortogonais em relagdo a L*(\) e a seguinte relacdo é vdlida

(P),Q)) =nlo,,, VYPMeP Q) cQ

Prova. Usando a relagio 5 da Proposigdo 2 e a defini¢io de P2 temos

(PALQY) = / (V7P (2)dA(z)

-/ @m! (jn; leZQ

= n!mn-

d\(x)

z=0



Exemplo 4 Consideremos em R a medida d\(x) = p(z)dx onde p > 0 é de
classe C* de tal forma que as Hipotese 1 e 2 sejam verdadeiras. Neste caso o
adjunto do operador de derivacdo é dado por

() 1= (£ +50) 1. seC®),

onde 3 é a derivada logaritmica da medida \ a qual é dada por } = %/. Neste

contexto, podemos calcular o sistema de Appell dual Q* e temos

Qn(w) = (-1)
o qual pode ser calculado facilmente por indugdo.

Os proximos exemplos sdo de alguma forma “classicos” pela quantidade de
aplicagdes existentes em diferentes areas da matematica.

Exemplo S (medida Gausseana) Consideremos a medida Gausseana | em R,
cuja transformada de Laplace é dada por 1,,(z) = ¢*’/2 ¢ 0 espago L?(u). Asso-
ciado a medida Gausseana, existe um sistema de polinomios ortogonais, denomi-
nados polinémios de Hermite, cuja funcdo geradora é

o n

€ 2 ¥4
. _ _ rx—z[2 __ “w
eu(z;0) = —==¢e / —Zan(x)
n=0
Temos a seguinte relagdo de ortogonalidade (HE, HY)2(,) = 1!0yy,. Neste caso
os dois sistemas P* e Q* coincidem e temos um sé sistema de polinémios o qual

é ortogonal.

Exemplo 6 (medida de Poisson) A medida de Poisson m,, v > 0 em R tem trans-
formada de Laplace dada por 1., (z) = €=V, O espaco de Poisson L*(r,)
admite uma decomposicdo ortogonal em termos dos polinémios de Charlier. A
fungdo geradora destes polinomios é

e}

e, (z12) = BT = 5T O (),

nl "
n=0

A seguinte relagdo de ortogonalidade é vilida (C};", CJ7) r2(z,) = "1\ 0pm.



Exemplo 7 (medida Gamma) Para cadat > 0 a medida Gama it~ em R define-
se por intermédio da sua transformada de Laplace por l,,: (x) = e~tloe(1=2) 4 <
1. Consideremos a funcdo geradora dos polinomios de Laguerre

z e VA
eut.(2;7) = exp (x — tlog(1l — z)) = Z HLﬁF (x). (2)
n=0
Por um lado temos (et (2;-)e,e (W;+))p2(ut) = e~tloe(l=2w)  Por outro lado,

usando a igualdade (2) e a formula para i—ief ) (e.g. [7]) chagamos & seguinte

propriedade de ortogonalidade para os polinomios de Laguerre: (Lﬁi%, L‘,‘,ZF )2 by =
(n)2C,.10pn, onde C,,, é dada por

1 1 . .
o 11+ i
Cn = 2 z’1!...z’k!2i2...kikt '

i1 +2ig+...+kig=n

Deste modo o espago L?(ut.) possui um sistema ortogonal formado pelos poliné-
mios de Laguerre, onde a relagdo de ortogonalidade tem uma natureza diferente
dos exemplos anteriores.

Vamos agora caracterizar o espago P4 (R).

Teorema 8 Para todo o elemento ® € P, (R), existe uma vinica sucessdo (9y,)72, C
C tal que

=) P 3)
k=0

Inversamente, toda a série da forma (3) gera uma fungdo generalizada em P;(R).

Prova. Seja & € P{(R) arbitrdrio. Para cada k& € Ny, consideremos os nime-
ros complexos dados por ®;, := 5 (P;, ®). Consideremos a aplicagio em P(R)
definida por

PR) > ¢ Y klppd, € C.
k=0
Dado que esta € uma aplicacao linear continua, a qual é dada pelo produto interno
em L%()\), entdo definimos um elemento em P4 (R), o qual denotamos por ¥ =
> oo Pr@p. Assim, U € tal que

Vo € P(R), (p,¥) = > klppdy = (o, P).
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Daqui resulta que ¥ = ®. E evidente que a representagio para ® é tinica.
Inversamente, suponhamos que ¢ = Ziio CIDkQQ, ®,. € C, k € Ny com vista
a provarmos que ® € P{(R). Seja p € P(R) da forma ¢ = Y, _ v P;. Entdo

<S07 (I)> = Z k'@kq)k = (9076)112()\)-
k=0

Esta aplicacdo é obviamente linear e também ¢ continua na topologia de P(R),
sendo dada pelo produto interno em L?*(\), logo define um elemento em P4 (R).
u

4 Espacos de funcoes teste e de funcoes generaliza-
das

Dados 3 € [0,1] e ¢ € Ny, introduzimos em P(R) uma norma Hilbertenana por

[e.9]

|90|§,ﬁ,,\ = Z(”!)1+62nq|sﬁn|2-
n=0

O completado de P(IR) na norma | - |, g, denota-se por Hqﬁv ,» pelo que Hfi 5, inclui

densamente P(R). O espago Hqﬁ’ , € um espaco de Hilbert para o produto interno
dado por

o0

(@, 9)gn = Y () P20,

n=0

admitindo a representacio
M\ = {90 R-Cio=> @B, lplgy =Y (n)+72"p,|* < OO} :
n=0 n=0

Temos ainda que L?(\) D Hqﬁy y» 0 que resulta da Hipétese 2 sobre ), sendo a
inclusdo densa. Deste modo obtemos a seguinte cadeia de espacos de Hilbert:

L*A) DMy, D...OH, OH D (4)

Nio € dificil de verificar que se p > ¢, entdo o operador de injec¢ado ¢, 4 : Hg’ N
Hi » € de Hilbert-Schmidt, i.e., a norma de Hilbert-Schmidt de ¢, , € finita. Dado
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B € [0, 1] o espaco de funcdes teste associado a A define-se por

ﬂqu\’

o qual é um espago nuclear.

Proposicio 9 1. Toda a fungdo teste ¢ € N} possui uma iinica extensdo ao
conjunto C tal que ¢ é uma fungdo inteira do tipo minimo e de ordem de
crescimento 1, i.e., p : C — C ¢ inteira e para todo € > 0 existe K > 0 tal
que p(z)| < Kel.

2. Combinando 1. anterior com a 6. da Proposicdo 2 temos a seguinte majo-
ragdo: dado q € Ny, entdo se ¢ > 0 é tal que 27972 < 1 existe K > 0 tal
que

lp(2)] < Klglgane, z€C.

E fécil verificar que se 3 € [0,1), entdo ey(2;-) € N7, Vz € C mas no caso
B = 1temos ex(z;-) € H, , somente se 27|z|* < 1.

Dada a inclusdo 7—(57A C L?(\) ser densa, entdo utilizando o procedimento
conhecido na literatura por rigged Hilbert spaces, ver por exemplo [4], o qual
denominamos por tripletos de espagos de Hilbert. Isto corresponde a calcular o
dual de Hﬁ de tal forma que os funcionais tenham uma representacdo em termos
do produto interno em L?()\). Ndo vamos aqui reproduzir este precesso, os inte-
ressados podem consultar a bibliografia sobre este assunto. O tripleto resultante

€
HZO\ D L*(N) D HY,

O espaco de Hilbert ’H:g , 0 qual corresponde a completar L?(\) relativamente 2
norma | - |_, 3, admite a seguinte representaco

HO\ = {(I) = 2,Q, D, €C[|DL, 4, =) (n)' 27D, | < oo} .
n=0 n=0

Pela teoria geral de dualidade, ver por exemplo [15] o dual de \V' f relativamente a
L?(\) é dado por
U H_qa



A cadeia (4) da lugar a seguinte cadeia
NP L oHP o 0PN D oH DL DN
Exemplo 10 (Derivada de Radon-Nikodym generalizada) Queremos definir a

fungdo generalizada py(z,-) € N1, z € C tal que
¢ P q

(2 palz, ) = / ozt 2)AN(z), €N, )

R

Tendo em conta o resultado da Proposigcdo 9-2. facilmente se verifica que

(0r2(2 ) < Cuclelaane®™ [ ear(z).
R

O integral no lado direito ¢ finito pela Proposi¢do 1. Isto prova que py(z,-) €
Ny L. Vamos agora ver que py(z,-) tem a seguinte representacdo

palz ) =D =QN). (6)

De facto, dado que P(R) é denso em N3, entdo se p = P, k € Ny, temos
(P, pa(z,)) = 2* usando a definicdo de py(z,-) em (5) assim como usando a
expressao em (6).

S Teoremas de caracterizacao

Nesta sec¢do definimos as transformadas Spa € Sga, a custa das quais vamos ca-
racterizar os espagos de funcgdes teste N f e das fungdes generalizadas N, A
transformada Spx de p € N f define-se por

Smg)z) = [ olo+2)aMz) = (o palsi.)
Por sua vez, se ® € N °, entdo

(Spr®)(2) == (ea(z;.), ®).

Note que Sp»® estd definido somente numa vizinhanga da origem, pois se ¢ €
H:qﬁw entdo e)(z;.) € Hqﬁ’)\ para z € C tal que |z| < 27%2. Note ainda que se \
¢ a medida Gausseana (cf. Exemplo 5), entdo Spx € Sgpx coincidem.
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5.1 Caracterizacao das funcoes teste

Para cada | € N, denotamos por £ ,(C) o conjunto das fungdes inteiras de
ordem de crescimento k € [1,2] e tipo 27/, i.e

EX (C) = {u:C — C, inteira| Ju(z)| < Cexp(27'|2|%), C > 0}.
Para qualquer [ € Ny, a aplicagdo

ik €541(C) = R, w i fulyy = sup{Ju(z)] exp(=27"2[")},

zeC

é uma norma em £5_,(C) e (€5 ,(C), | -|;,x) é um espago de Banach. O espago das
funcdes inteiras de tipo minimo e ordem de crescimento £ € definido por

k
mln ﬂ 52 l
1eNg

Toda a funcdo inteira u pode representar-se em série de Taylor na forma

—iu 2w —iﬁu(z)
_n=0 T ) den

Consideremos em &£F; (C) a familia (||-||, 5)qeny» 6 € [0, 1], de normas Hilberte-

min

anas, definidas por

z=0

00
ull? 5 =D (n)HP2"u, > < 00, u € Exy,(C),
n=0

a qual é equivalente a familia de normas (| - |, )ien,, ver Apéndice B.

Teorema 11 A transformada Sps é um homeomorfismo entre o espago de fungoes
teste N /\ﬂ e o espago EX. (C) das fungdes inteiras do tipo minimo e ordem de
, _ 2

crescimento k = 7 5
Prova. A demonstragdo deste teorema estd bem preparada pela Proposicdo 17 no
Apéndice B. Assim, se o € N f é da forma p = Y 7 ¢, P>, entdo

(Seap)( Z Pn"

11



de onde decorre que |Sprplir < [[Sprgll, 5 = [#lg,5- Isto prova a continuidade
da aplicagdo Spx : N) — £X, (C) bem como a sua injectividade.
Inversamente, seja u € EX, (C) da forma u = > u,2", entdo para todo

m
q € Ny temos

o0

lully s = > (1) +72" |, [* < co.

n=0
Definimos ¢, = > " ju,P,. Temos |¢ulssx = [lull, 4 ¥Yg € No pelo que

0, € N, f . Temos ainda que Spryp,, = u, e assim Spx € sobrejectiva. Para além
disso, pela Proposicao 23,

|Spattlgpn = llullg s < Cluls, € >0,

0 que prova a continuidade de S, L ]

5.2 Caracterizacio de NV, ”, 3 € [0,1]

Para cada [ € Ny, denotamos por 55{ (C) o conjunto das fungdes inteiras de ordem
de crescimento £’ € [2, oo| e tipo 2/, i.e.,

EX(C) = {U : C — C, inteira| |U(2)| < Cexp(2'2]*), C > 0}.
Para todo o natural [, a aplicacao

o E5(€) = R, U = Ul = sup{U ()] exp(=2' |2},

é uma norma em EX (C) e (E5(C), | - |4r) é um espago de Banach. O espago das
funcdes inteiras de tipo maximo e ordem de crescimento &', é definido por

Ehw(C) = ] &5 (©).

1eNg

Tendo em conta o desenvolvimento de Taylor em torno da origem de u € £¥, (C),

podemos considerar em £¥. (C) a familia (11— )qemo> B € [0, 1], de normas
Hilberteanas, dada por

|U|2_q7_5 = 23(71!)1_52_”‘1|Un|2 < 00,

n=0

a qual é equivalente a familia de normas (| - |; 4 )ien,, ver Apéndice B.
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Teorema 12 A transformada Sgp» é um homeomorfismo entre o espago de fungdes
generalizadas Ny,", 3 € [0,1] e 0 espago E¥._(C) das funcées inteiras do tipo
mdximo e ordem de crescimento k' = 5

Prova. A demonstracio deste teorema € andloga a do teorema anterior, usando a
Proposi¢ao 18 no Apéndice B. ]

5.3 Caracterizacio de N, '

Seja Holy(C) o conjunto das fungdes holomorfas numa vizinhanca da origem.
Consideremos a familia (| - |;);en, de normas em Holy(C), definida do seguinte
modo: se U € Holy(C), entdo existe | € Ny, tal que

U, := sup |U(z)| < .
|z|<2~

Nestas condigdes, U admite desenvolvimento de Taylorem D = {z € (] |z| <
27 U(z) =307 Up2™, Vz € D, e existe ¢ € Ny, tal que

oo
2 _
U1, =D 27U < oc.
n=0

Deste modo, introduzimos em Hol(C), uma outra familia de normas, (||-||_, _;)genos
equivalente a primeira, ver Proposi¢ao 19 no Apéndice B.

Teorema 13 A transformada Sgx é um homeomorfismo entre o espago de fungoes
generalizadas Ny e o espaco Holy(C).

Prova. A demonstracdo deste teorema é semelhante a dos dois teoremas anterio-
res, usando a Proposi¢cao 19 no Apéndice B. ]

6 Calculo de Wick

Facilmente se vé& que o conjunto Holy(C) forma uma dlgebra de fungdes, para as
operacdes usuais de soma e multiplicacdo por um escalar. Assim, se ®, ¥ € N},
entdo Sga @, Spa ¥ € Holy(C) e ainda Sga® - Sga ¥ € Holy(C). Pelo Teorema 13
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existe © € N, ' tal que SO = Sgr® - Spa V. Denotamos a fungdo generalizada
O por POV a qual chamamos produto de Wick de ® e W. Assim, se

p-3 0.0, ¥->wQ)
n=0 n=0

entdo POV representa-se por

POV = 2 0,Q), O, = an; O, 4.

A seguinte proposi¢do diz-nos que o produto de Wick é uma aplicac¢do continua.

Proposicio 14 O produto de Wick é uma aplicagdo continua em N, e dados

® < H:;/\, U e Hjllu, temos a seguinte majora¢do:

\‘I)O‘I’Lr,fl,,\ S ’(I)fq,fl,/\‘\ll‘fp,fl,)\a r=p + q + L.

Prova. Podemos majorar do seguinte modo:

|q)<>\11|—7‘,—1,>\ = ZQ_nr|@n|2
n=0

D4 1) [Pkl Tf
n=0 k=0

< Z Z 2—;0(71—I<:)2—qk|q)]~C |2|\I]n—k|2

n=0 k=0
= ‘®|%q7,17A|\I”2,p7,17)\,

IA

onde usamos o facto %t < 1. =
As poténcias de Wick 9" := &OPO ... 0P, n € Nyde ® € N;l sdo defini-
das por
O — S@}((S@Afb)").

Mais geralmente, se L(z) =~ L,z" é uma fungdo analilica, entdo podemos
estudar a versdo Wick desta funcdo, i.e., LQ((I)), d c N, N L Temos o seguinte
teorema.
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Teorema 15 Seja L uma fungdo analitica numa vizinhanga de zy = E,(®), ¢ €
N Y. Entdo LO(®) definida por LO(®) := S&(L(SQACD)) é um elemento em
NL

Prova. Com vista a aplicar o teorema de caracterizagdo (cf. Teorema 13) basta
verificar que L(Sgr®) é holomorfa em torno da origem. Mas isto resulta facil-
mente escolhendo uma vizinhanga suficientemente pequena em torno da origem
de modo que a composi¢do L o Sga® seja holomorfa. ]

Exemplo 16 Sejam @,V € N ! fungées generalizadas dadas.
1. Entdo exp®(®) pode escrever-se como

= 1
exp?(®) = Z EC[)O".
n=0

2. E fdcil verificar a seguinte propriedade:

exp® (@) exp®(¥) = exp?(® 4 ).

3. Se ® ¢ tal que E\(®) > 0, entdo log®(®) € N, ' a qual é solucdo da
equagdo
exp(X) = ®.

4. Se ® é tal que Ey(®) # 0, entdo ®O71 = S&((SQACI))’l) e Nlea
solucdo da equacdo
X0b=U

¢ X = dOIOW.

O produto de Wick generaliza-se, sem dificuldade, aos espacos de funcdes
generalizadas N, P , 3 € [0, 1[, bem como aos espagos de fungdes teste N BB €
[0, 1]. O conceito de produto de Wick € frequentemente utilizado em modelos de
equagoes diferenciais estocdsticas, sendo as solu¢des obtidas por intermédio das
transformadas Spa e Sp». Para mais detalhes e generaliza¢des sobre o produto de
Wick ver por exemplo [11] (caso Gausseano!) e as suas aplicagdes em [9].
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A Prova da Proposicao 1

Prova. 1. = 2. Por um lado, dado que /,(-) é analitica numa vizinhanga V; da
origem, entdo temos

2 [ dn
[ = — | —1 ) 7
=3 ) a)
Por outro lado, de acordo com a defini¢do de [,(+) (cf. (1)) temos
[o.¢] Zn
= Z —~ / z"d\(x), Vz € C. (8)
—~nl Jg
Assim, de (7) e (8) resulta que 2. fica provado desde que
dT‘L
—1 <nlC"K K :
dZnA()| ol <nlC"K, C,K >0

Pela férmula integral de Cauchy se v = {z € C, |z| =¢ > 0} C 1}, entdo

dn
%lx(z)\wo

A (2)]
§2—/| ‘n+1|d |<n'€—sup\l,\( z)].

Portanto, basta tomar C' = £ e K = sup, |Ix(2)].
2. = 1. Tendo em atencdo (8) basta provar que a série € absolutamente conver-
gente numa vizinhanca da origem. Mas nao € dificil ver que

o0

=) <K (I210)"

n=0

a qual é finita se e s6 se |z| < &. O que prova .
2. = 3. Por um lado temos

00 on 1/2
/e”ld)\(x) < — (/ xQ”d)\(x)) :
R n=0 n! R

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Visto que (2n)! < 22"(n!)?, entdo
usando a hip6tese obtemos

/f“'z'd)\ <¢_Z 2Ce)"
R

16



a qual ¢ finita desde que ¢ seja escolhido tal que 2Ce < 1.
3. = 2. Por hipétese existe ¢ > 0 e C. > 0 tal que

/66|”d/\(x) = C;,
R

pelo que, desenvolvendo e°*! em série cada tremo desta série é inferior ou igual a
C., ou seja

gn n
E/R|x| d\(z) < C..

Assim, 2. resulta da monotonia do integral. ]

B Normas em &EF

min (C) ’ gk’

max

(C) e Holy(C)

Proposicdo 17 Os dois sistemas de normas (| - |1x)ien,, k = ﬁ e (|Ill,.5)aem0
3 € [0, 1] definidos no espago EX

min

(C) sdo equivalentes.

Prova. Sejam [ € Ny e u € £F, (C), arbitrdrios, com vista a mostrar que existem

C > 0eq € Ny, tais que |ul;x < C|lull, 4 Como u € &, (C), tem-se que
||u||§ﬁ < 00, Vg € Ny. Para além disso, verifica-se também que |u|;, < oo, VI €
Ny, pois £ ,(C) € &F,,(C), VI € Ny. Como u § inteira, admite desenvolvimento
de Taylor em torno da origem, u(z) = > °  u,z". Assim, Vg € Ny, Vz € C,
temos, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

o
(nt) =272
=0

) [e%S)
u)] < D fual2l < (| D (015209 u, |2
n=0

n=0 n

0o _ n 6}
(-2 \ M
= | 3 (B .

n=0

Usando a seguinte desigualdade

Z (x_‘> <explar), a>1, >0

n:
n=0

a qual prova-se utilizando a desigualdade de Holder com 1 < o < 2 e (%)a =
—a n a—1
(xn )2 ((x )2> , entdo obtemos

n! n!

u(2)] < [lull, g exp(27"2]2]F).

17



Assim, Vg € Ny

sup{[u(2)| exp(~272/2/")
zE

Entdo, basta escolher ¢ tal que | < 5 para obter [uy; < [|ull, .

~..(C), arbitrdrios, para mostrarmos que
existem K > 0 el € Ny, tais que [|ul[, ; < K|ul 5. Note-se que, VI € Ny, temos

Inversamente, sejam ¢ € Ny e u € EF

que |u(2)| < |ulyrexp(27]2["), Vz € C. Assim, verifica-se que

1 u(z)| e2 '
lun| < /| |n+1|dz| < |ulik O p > 0.

27 z|=p>0 |Z

Esta majoracdo pode ser optimizada tomando p = (n2'k~')*". Substituindo,
obtemos
-1 -1
[un| < Juliw(e™n™™)" (K"27)"

Finalmente tendo em conta a Férmula de Stirling,

e"n" —e\/_(n—irl)

obtemos B

k
2 1 -
] < Jutfik (M) (k:”2—"l)’“

n!

Assim, a norma Hqu 5 € dada por

lall? 5 = S (n) 527, | < Juf(ev/2m) Y (0 + 1220 (k27O
n=0 "0

)]
Dado ¢ € Ny, basta tomar [ € Ny, tal que 2‘7(152‘1)“3 < 1 e usar a igualdade

Zn—i—l <Zn+ Yn+2)2"=(1—-2)"3 |z <1,
n=0

de modo que a série em (9) € finita. A desigualdade (9) também prova que as
normas que constituem a familia ([|-[[, 5)4en, estdo bem definidas. n

Proposicio 18 Os dois sistemas de normas (|| 1 )ieny, k' = ﬁ e ([l _5)aenos

3 € [0, 1], definidos no espago E*. (C) sdo equivalentes.

max

18



Prova. Seguindo um processo andlogo ao da prova anterior, tomando ¢ € N
e U € ¢ (C), arbitririos, mostramos que existem um natural [, tal que 2 >
(k') ~20+/0=6) ¢ um nimero positivo C' = 2°/2 tais que |ulyy < C|U|_, 5.
Inversamente, e também de forma andloga ao da proposi¢ao anterior, dados [ € N

eU € EF (C) tais que |U| 4 < 0o, provamos que existem um natural ¢ em que

max

2—‘1(?_—;)1_5 < 1 e um ndmero positivo K = (ey/2r)1=A/2(1 — 2_q(%)ﬁ_l)a
tais que [[U]|_, 5 < K|Ul . u

Proposicio 19 Os dois sistemas de normas (| - |1)ien, € (||| _, 1 )geno, introdu-
zidas em Holy(C) sdo equivalentes.

Prova. Neste caso, temos também uma demonstracdo que segue um processo
andlogo as duas anteriores. Tomando ¢ € Ny e U € Holy(C), de modo que
|U|l_, -1 < oo, mostramos que existem C' = (1 — 2¢ 12727 > 0el € Ny
(I > 3), taisque |U|; < C'||U]|_, . Por sua vez, dados | € Ny e U € Holy(C),

com |U]; < oo, obtemos ¢ € Ny (¢ > 21),e K = (1 — 2*‘“21)_271 > (), tais que
U1y s < KIU .
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