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Capitulo 1

Numeros Complexos

Neste capitulo definimos o conjunto dos nimeros complexos (denotado por
C) usando o plano zy (denotado por R?) para os representar os niimeros com-
plexos, ideia original de J. R. Argand. Depois de introduzirmos a soma e mul-
tiplicagao de nimeros complexos vamos provar que o conjunto dos nimeros
complexos forma um corpo, ver Teorema 1.2.4 em baixo. Isto é essenci-
almente o contetdo da Seccao 1.2. Nas Secgoes 1.3 e 1.4 vamos explorar
outras propriedades dos nimeros complexos usando o plano zy tais como,
representacao em coordenadas polares, interpretacao geométrica da multi-
plicacao de nimeros complexos, resolucao de equagoes envolvendo nimeros
complexos etc. Resta dizer que na Seccao 1.1 apresentamos uma breve nota
sobre o surgimento dos nimeros complexos a qual também serve de motivacao
para a introducgao destes ntimeros.

1.1 Breve nota historica

O nascimento dos nimeros complexos pode ser datado do século XVI, quando
alguns matematicos Italianos se envolveram na tarefa de encontrar a férmula
resolvente para as equacoes do terceiro grau. Parece ter sido Niccolo Fon-
tana (1499-1557) (mais conhecido por Tartaglia) o primeiro a apresentar essa
férmula, embora fosse o seu colega Gerolamo Cardano (1501-1576) o primeiro
a publica-la. A férmula para a equacao do terceiro grau na forma

2 —pr4+q=0
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é dada por

I @ P s q ¢
=\ ==+ Ty 1.1
* \/2+ 4+27+\/2 ST (11)
Ao aplicar a férmula (1.1) a equagao

2 —15r—4=0 (1.2)

obtemos

x:{‘/2+\/ﬂ+{‘/2—m. (1.3)

A equagao (1.2), conhecida por equagao Bombelli (1526-1573), Cardano dizia
que a férmula nao se aplicava. Bombelli pensou na seguinte conjectura.

Conjectura: Como os radicandos em (1.3) s6 diferem de um sinal, o mesmo devera
acontecer com as suas raizes cubicas.

Assim resolveu o sistema
/2 ++/—121 = a + bi
/2 —+/—121 = a — bi

obtendo as solugoes
a=2eb=1

aplicando aa regras (v/—0)? = —b e (v/—0)> = —by/—b. Portanto a raiz da
equacao (1.2) é, segundo (1.3)

24 V—1+2—v—1=4.

Na realidade 4 é uma raiz de (1.2), como se verifica facilmente. Assim se
deram os primeiros passos na criacao dos ntimeros complexos.
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1.2 Definicoes e propriedades

Definicao 1.2.1 Designa-se por conjunto dos nimeros complexos, e repre-
senta-se por C, o conjunto R? dos pares ordenados de nimeros reais com a
soma vectorial e multiplicacao por um escalar usuais, i.e.,

(w1, 91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + 1)

a(z,y) = (az,ay)

e a multiplicacao de nimeros complexos definida por
(z,y) (u,v) = (zu — yv, zv + Yyu)
Observacao 1.2.2 1.
2. O par (z,0) é identificado com o ntmero real z, i.e.,
(x,0) = x,
por outras palavras, temos que R C C.
3. Ao par (0,1) vamos atribuir um simbolo, i, i.e.,
(0,1) =i.
Consequéncias
1. z€ C,z = (x,y) = = + yi, pois
z+yi = (x,0)+ (y,0)(0,1)
(2,0) +(0,y) = (z,y);

2. z = x + yi — representacao na forma algébrica, onde x é a parte real
(R(z) = x) e y é a parte imaginaria (J(z) = y) (ver Figura 1.1).

3. iy = y1, pois (0,1) (y,0) = (0,y) = (y,0) (0,1) = yi.
4. 1 = —1, pois (0,1) (0,1) = (—1,0) = —1.

5. Dois numeros complexos dizem-se iguais se e s6 se tiverem ambos a
mesma parte real e a mesma parte imagindria, i.e.,

a+bi=c+disa=cANb=d,
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z+w

Figura 1.1: Representacao geométrica de numeros complexos na forma
algébrica.

6. bi é um imaginario puro.

7. Se z € C\ {(0,0)}, entao Iz’ € C: 22/ = 1.

Unicidade: Suponhamos que existiam 2/, 2” tais que 22/ =1 e 22" = 1.
Mas,

Z/ — Z/l — Z/ (ZZ//) — (Z/Z> Z// — 12// — Z//
NV
logo 2z’ é tnico.

Existéncia: Seja z = a4+ bi € C\ {(0,0)} e suponhamos a # 0, no caso

a=0vem 2’ = —1. Queremos determinar 2z’ = a’ + Vi tal que
22 =1
aa’ —bb' =1 o =l
{ abf + ba’ = 0 { abf + b — ¢

a = bb' +1 a = bb' +1
= a = 9
Vo cemr—o {02 2

/ a
al - 2
a?4-b?
= { )
= &1

Assim
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B ztyi _ (x4yi)(a—bi) za+yb + ya—xb -

a2+b2 L.

8.

a+bi — (a+bi)(a—bi) a?+b2

g |

Exemplo 1.2.3 A partir das férmulas para o quociente e para o produto
mostre que

2) 2 =2 (1), % €C\{(0,0}0Az eC.
b 5 = (2) (2) mm e o)

Resolucao Seja 2y =a+bie zo =c+ di

a) Por um lado tem-se

z1  ac+bd —ad+ be.

— = . 1.4
2 02+al2jL 2+ d? ! (1.4)
por outro
1 ~f c—di
2 (z_g) = (a+bi) <02+d2>

, c d .

- @+hw<§+df_§+dﬂ>
_ ac + bd n —ad + be . (15)

2+ Era "
Como as partes reais e imagindrias de (1.4) e (1.5) s@o iguais, tem-se que o0s
nimeros sao iguais.
b) O processo é anélogo:
1 1

2122 ac —bd + (ad + be)

ac — bd —ad — cb ,

2 7 T 2 7!
(ac —bd)” + (ad + ¢b)®  (ac —bd)” + (ad + cb)

1 1 B a— b c—di
Z1 29 N a? + b2 c2 + d?
ac — bd —ad — cb .
3+ 7!
(ac —bd)”  (ad + cb)
e a igualdade também se verifica. [
Temos as seguintes propriedades, como consequéncia das propriedades de
R:
Propriedades da adigao:
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l. z4+w=w + z.

o

2+ (w+s) = (2 +w) +s.

3. 24+0==z.

4. z+ (—2) =0, Vz,w,s € C.
Propriedades da multiplicacao:

1. 2w = w=z.

2. z(ws) = (zw) s.

3. 1z =z

4. 2271 =1, 2 € C\ {(0,0)},Vw, s € C.

Lei distributiva:
z(w+s)=zw+ zs,Vz,w, s € C.

Teorema 1.2.4 O conjunto dos nimeros complezos constitui um corpo (ndao
ordenado).

Prova. Fica demonstrado tendo em conta as seguintes factos.

1. Em C nao se pode estabelecer uma relacao de ordem 0is se assim
)
fOSSG, para uma certa ordem ”<” teriamos

1<0ou?>0

mas se i <0 =i2>0« —1> 0 absurdo, e o mesmo se 7 > 0. Assim
nao podemos ter uma ordem em C.

2. Podemos estabelecer as propriedades de corpo do conjunto C a partir
do seguinte isomorfismo:

(R%,0, ¢) é um corpo para 6 e ¢ definidas do seguite modo

(z,y)0 (u,v) := (x +u,y +v)

(z,y) ¢ (u,v) := (xu — yv, xv + Yyu)
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i.e, (R?,0) e (R?\ {(0,0)},¢) sao grupos abelianos.

Define-se
C .= {z:z:a+bi;a,b€RAi2:—1}

e as seguintes operagoes em C :
(a+bi)+c(c+di):==a+c+i(b+d)

(a+bi) ¢ (c+di) :== ac — bd + i (ad + bc)
Seja
f:R* = C, (z,y) — x + yi.
f é um isomorfismo de (R?,60,¢) sobre (C,+c, c) i.e., uma trans-
formagao que transforma a operacao 6 na operacao +c e a operacao ¢
na operacao -c. Para simplificacdo da notagao, e por abuso de lingua-
gem representa-se +c por + € -¢c por -.

3. Uma das razoes da utilizacao dos niimeros complexos é permitir extrair
raizes quadradas de niimeros negativos.

Proposicao 1.2.5 Seja z € C. Entao existe w € C tal que w? = z. O corpo
C € a menor extensao de R onde w? = z tem sempre solucao. Note que —w
também satisfaz a equacao.

Prova. Seja z = a + bi. Pretendemos encontrar w = x + yi tal que

> -y’ =a

a+bz':(:)s+yz')2(:>{ 2wy — b

A existéncia de soluces pode ser garantida pela analise do grafico da Fi-
gura 1.2.
Temos

24+ = (:Ez—y2)2+4z2y2: (x2+y2)2
x2+y2=\/m
—a+a?+ 2t =Va+p?
z2:%<a+\/m>/\y2:

Tt 03

s (ot v TR).
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A
5 2ey = b

Figura 1.2: Exemplos de curvas de 22 — y? = a e 2zy = b.

Seja

a:\/% (awm)m:\/%(_awm)

Lob>0:(x=arnNy=0)V(zt=—-aAy=—-0)
22b<0:(x=—-any=0)V(r=aAy=-0)

Concluimos, pois, que para b > 0, temos

v =1/} (a+ Va2 + ) y r=—\/} (a+ Va2 + )
y:\/é(—a—l-\/m) y:—\/%(—a—l—\/m)

e para b < 0, temos

r= o3t V@B e= 50t VTR
y:\/é(—a—l-\/m) y:—\/%(—a—l—\/m)
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Exemplo 1.2.6 Resolva a equacao z* +i = 0.

Resolucao Seja 22 = w, entao w? 4 i = 0. Substituindo na férmula
Va+bi == (a+sgn(b) fi)

coma=0Ab=—1=sgn(b) =—1. Assim

SERY

Considerando agora a equagao z° = % —\%i, aplicamos novamente a férmula,
pondo a = % Ab= —%, obtendo-se

(D

NG
1
7§+1>

l\DlP—‘
DN | —

1 1
= =+ - —=+1 =
Ja () -
_og(V2ev2 V242
B 2 2
Para o outro valor, w = —% + %2’, obtemos

==+

(£ 173
|

1.3 Complexos conjugados. Valores absolu-
tos

Definicao 1.3.1 Dado z = x + yi € C, designa-se por conjugado de z, ao
numero complero z = x — yi, i.e, € uma simetria do ponto z em relagcao ao
eizo dos x (ver Figura 1.3).

Consquéncias: Vzi, 2z € C
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Figura 1.3: Representacao de z e Z.

1. 21+ 29 =21 + 2.

2. 2129 =21 *29.

=3z e C\{(0,0)}.

z

S
V)

=W

z=zZ ze R,

o

24+ 2=2R(2) A\ z — zZ = 2iJ(2).
Definigcao 1.3.2 Dado z = z + yi € C, chama-se valor absoluto de z, ao
numero real nao negativo

lz| = Va2 + 2.
Geometricamente |z| é o comprimento do vector (z,y), (ver Figura 1.4).
Proposicao 1.3.3 Para quaisquer z, z1, zo € C temos

1|2 = R(2)% + (S(2)*.

2. 2] > [R(2)| e 2] > [S(2)]
5. a4yt = | o = |4l 2 = &
4. |z1220] = |21 | 22].

21

22

— |zl z9 % 0

BREK
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y
: 2=+ yi

= VAT

Figura 1.4: Representacao geométrica de |z|.

6. |21 + 22| < |z1| + |22| (desigualdade triangular);
7 |z — 2| = [la] = |zl

Prova. Faremos a prova so de 7.
a) |21 = 22 + (21 — 22)| < [22| + |21 — 2

& |21 — 2| 2 |2 = |2
b) Mudando o papel de z; com z; temos:
|22 — 21| 2 [22] — |21

& =z — 2] < fa| — 2|

De (1.6) e (1.7) concluimos que
— |21 — 2| < |zf = |22] < 21 — 22|

= |21 — 22| > [|z1] — |22]].

Exemplo 1.3.4 Prove que se |z| = 1, entéo

az+b
bz +a

para quaisquer nimeros complexos a e b.

11

(1.6)
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z=z+yt

rsin 6

Figura 1.5: Coordenadas polares associadas ao ntimero complexo z = x + yi.

Resolugao Como |z| = 1 temos

-1 4 —1

2 =m—s =2 =Z
|2|
Assim
az+b B laz+0b B
bz+a| |zb+za|
1 b 1
= |— ez + :—1:1
2| b+ za| |7

1.4 Forma polar. Poténcias e quocientes

Para cada nimero complexo z = z + yi € C\ {0}, podemos associar as suas

coordenadas polares r e #, dadas por:
r=|z| =va*+y?
0=argz = arctang, 0<60<2r
x

(ver Figura 1.5).
Assim

{ T=reost 0 g eo,2n]
y =rsiné
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pelo que podemos escrever z = x + yi < z = r(cosf +isinfd). Esta é a
representacao de z na forma polar.

Observacao 1.4.1 1. Para cada z € C, argz nao é unico, na verdade,
dado que siné e cosf sao funcoes periédicas de periodo 27, se 0 é o
argumento de z, entdo 0 + 2kw, (k € Z) também o é. No entanto, se
fixarmos um intervalo 0y < arg z < 6y + 27 a representagao é unica;

1. Quando z = 0 tem-se |z| = 0 e @ arbitrario;
2. argz = —argz.

Teorema 1.4.2 Dados 21,23 € C com 2, = ry (cosfy +isinb,) e
29 = 1o (cosby +isinby), entdo z1zo = rire (cos (01 + 6y) + isin (61 + 63)),
i.e,
|2122] = [21] [ 22]
arg (z120) = arg z; + arg zo (mod2m)

Prova. Basta multiplicar os niimeros complexos com a representacao na
forma polar e usar as férmulas trigonométricas

cos 01 cos By — sin By sin Oy = cos (61 + 65)

sin 01 cos 0y + cos 6 sin 6, = sin (6, + 05)
|

Exemplo 1.4.3 Fixemos o intervalo [0,27], 21 = —1, 20 = —i. Calcule z;29
usando a forma polar.

Resolugao As coordenadas polares de z; sao:
|z1]=1e argz; =7

e para zo temos:

3
|zo] = 1 e argzy = 37

Assim

5
|z120] = |21] |22| = 1 e arg(z122) = arg z; + arg 2o = §7r
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Figura 1.6: Multiplicacao do nimero complexo —1 por —i.

€como gw nao estd no intervalo escolhido, [0,27[, devemos subtrair 2w para

colocar o argumento de z; 29 no intervalo [0, 27[, (ver Figura 1.6).
|

Observacao 1.4.4 Outra forma de ver a multiplicacao de niimeros comple-
x0s ¢ a seguinte: seja z € C, define-se

Y, : C—C, w+— zw.

Pelo teorema 1.4.2 sabemos que o efeito de ¢, é rodar cada niimero complexo
de um angulo igual a arg z no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio e
ampliando o comprimento pelo factor |z|. 1; simplesmente roda cada nimero

complexo de 7, (ver Figura 1.7).

A aplicacao v, é linear, i.e,

Y. (qwy + fwsy) = ), (wy) + B, (wa)

com a, 3 € Rewp,wy € C. Assim 1, pode ser representada pela sua matriz.
Pondo z = a + bi, sabemos da algebra linear que a matriz de 1, é dada por

v = (5 )
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A
v

Figura 1.7: Multiplicagao por 1.

A base de C é (1,0);(0,1). A imagem de w = x + yi por meio de v, é dada

por
ew= (5 (7) = (l5a)

Teorema 1.4.5 (Férmula de De Moivre) Se z =r(cosf +isinf) en é
um inteiro positivo, entao

2" = 1" (cos (nf) + isin (nh))
Prova. Pelo teorema 1.4.2

2% =17 (cos (20) + isin (20))
multiplicando novamente

23 =17 (cos (30) + isin (30))

O resultado desejado obtém-se por indugao em n. [
Seja w € C(# 0). Usando a férmula de De Moivre, tentemos resolver em
ordem a z a equacao
2" =w
Suponhamos que w = r (cosf +isinf) e z = p(cosy + isine). Entao pela
féormula de De Moivre

2" = " (cos (m) +isin (ny))
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e pela unicidade da representacao polar, temos

pPl=rAnp=0+2kn kel

0+ 2k
o= Yrng =" ey,
Atendendo a periodicidade do seno e do co-seno, temos
0 + 2k
Y= 12 -1,

Assim

z = W(cos <9—|—2k7r) +isin<9+2kﬂ)),k:1,-~- ,n— 1.
n n

Exemplo 1.4.6 Resolva a equacao 2% = 1.

Resolugao Como 1 =1 (cos0 + isin0), entao

0+ 2k 0+ 2k
1%:\8/I<cos< +8 7T)+z’sin< +8 7T)),k:l,Q,...j
Que da as seguintes raizes:
k=0: zg=1 k=1: z1:§+i§
k=2: z=1 k=3: @,z—@%—i@
k=4: 2 =-1 k=5: z =¥ Y2
k=6 : Z@Z—i k=T7: Z7:§—Z‘§.

De um modo geral as raizes n-ésimas da unidade formam um poligono con-
vexo regular com um vértice em z = 1 (ver Figura 1.8). |

Exemplo 1.4.7 Sendo w uma das raiz n-ésima da unidade diferente dela
propria, mostre que

l+w+w+ - +uw =0
Resolucao Atendendo a que a soma em questao estd em progressao geométrica

de razao w, temos:

= 1—w
Como w é uma raiz n-ésima da unidade, entao w™ = 1, logo
1—w" 0
1—w 1—w
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Figura 1.8: As oito raizes da unidade.

Exercicios
Exercicio 1.1 Prove que, para qualquer inteiro k

Ak — 1, L = i, A2 _ 1, 43

—1.
Mostre como este resultado da uma férmula para ", n € N escrevendo n =
4k + 7,0 < j < 3. Calcule 209,

Exercicio 1.2 Determine a parte real e a parte imaginaria do niimero com-

plexo
z+2

z—1

sabendo que z = x + yi.
Exercicio 1.3 Prove que R(iz) = 3(2) e que (iz) = R(z), Vz € C.
Exercicio 1.4 Prove a seguinte igualdade

1= zwl” — |z —wl* = (1 - [[)(1 - [w]*), zweC.
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Exercicio 1.5 Sendo z,, k = 0,...,5 as raizes sextas de 8, calcule § =
5

> ko 2k

Exercicio 1.6 Prove que a hipdtese 2> — y?> = 1 pode escrever-se como

22+ 722 =2.

Exercicio 1.7 Prove por inducao a forma binomial para os nimeros com-
plexos, i.e., Vz,w € C temos

(z4+w)"=2"+ (?) 2" lw + <Z) w4+ <n i 1) 2w ",

onde (}) = n!/(k!(n — k)!).

Exercicio 1.8 Prove que se |a| < 1, entao

|z\<1<:>’z_“
— az

<1
1
Exercicio 1.9 Assumindo |z| < 1 ou |w| =1 e que Zw # 1, prove que

Z—Ww

! ':1.
1—2zw

Exercicio 1.10 Resolva as seguintes equacoes.
1. 22 —=2=0.
2. 22 4+1=0.

Exercicio 1.11 Usando a férmula de De Moivre deduza as identidades trigo-
nométricas

1. cos30 = cos® 0 — 3 cosfsin? .
2. sin30 = 3 cos?Asinf — sin? 6.

Exercicio 1.12 Demonstre a desigualdade triangular para niimeros comple-
XO0S
‘Zl + ZQ| S |Zl‘ + ‘22|.

Em que condigoes se obtém a igualdade. Interprete o resultado geometrica-
mente.
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Exercicio 1.13 Estabeleca a férmula

1 — n+1
1424224+, . +2"= S z#1, neN

1—-2
Use este resultado para deduzir as identidades de Lagrange

1 sin[(n+1)6
1+cos€+00826’+...+cosn9:§+[(—62>],

251n§

(1.8)

1 6  cos[(n+ 1)
sinf +sin20 4 ... 4+ sinnf = §cotg— — M

2 QSing

Sugestao: note que o lado esquerdo de (1.8) é o mesmo que R(1 +¢e +... +
eind).
Exercicio 1.14 Descreva geometricamente cada uma das seguintes regioes.
1. S(z) > 1.
2. 0 <arg(z) < 7.
3. R(1) < 4.

4. |z —4] > |z].



Capitulo 2

Funcoes Analiticas

Neste capitulo vamos introduzir os mais importantes conceitos de funcgoes
analiticas bem como o célculo a elas associado. Na Seccao 2.1 definimos
as funcoes elementares mais usuais de varidvel complexa, e.g., exponencial,
logaritmo, seno, coseno, fungoes hiperbodlicas etc. Investigamos algumas pro-
priedades andlogas ao calculo de variavel real das fungoes elemenatres defi-
nidas. Na Sec¢ao 2.2 vamos explorar os transformados de conjuntos em C
por intermédio de fungoes de variavel complexa para podermos tirar algumas
conclusoes sobre a funcao. Isto porque, ao contrario das fungoes de variavel
real, neste caso nao podemos fazer uma representagao grafica, pois precisa-
mos de quatro dimensoes. A continuidade e diferenciabilidade de fungoes de
variavel complexa sao estudadas nas Secgoes 2.3 e 2.4. Particular destaque
é dado as equacgoes de Cauchy-Riemann as quais desempenham um papel
importante na teoria das funcoes analiticas. Finalmente na Seccao 2.7 apre-
sentamos as derivadas das funcoes elementares mais comuns assim como o
dominio de validade dessas derivadas.

2.1 Funcoes Elementares

2.1.1 Funcao exponencial

Pretendemos definir

e =7, com z € C.

20
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Sabemos que se x € R, a série de Taylor da exponencial é dada por
T _ 1 x2
e =14t oo
Seja z = x 4+ yi € C. Temos

ef = %Yl

o TR TR

2 4 3 5
I Yy . v (y)

= e"(cosy+isiny).

_ (1+yz'+ (i) wi) i) (i) +>

Definicao 2.1.1 Se z = x + y1i, entao

e’ :=¢" (cosy +isiny).

Observacao 2.1.2 Se z é real, i.e, z = x + 0i, a definigao 2.1.1 corresponde
a exponencial usual.

Proposicao 2.1.3 Propriedades da fun¢ao exponencial.

1. e#T% = e%e¥ Vz,w € C.

2. ¢ #0,Vz € C.

3. |e" v = e”.

2mi _

T . . £ .
4. e2' =™ = —1;e2™ = —q5e

5. € € uma funcdo periddica de periodo 2kmi, k € 7Z, i.e., e*t?km —
e*,Vk € Z.

6. e =1 sse z=2nmi,n € L.

Resolugao As propriedades 1,..., 4 podem ser verificadas directamente por
definicao. [
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5. Suponhamos que e*t% = ¢e*,Vz € C, i.e, ¥ = 1, sendo w = s + 11,
temos

e®cost +ie’sint = 1
o e’cost =1 el
e’sint =0 sint =0
o e’ =1 o s=0
t=2km, kel t=2km,keZ
Assim w = 2kmi, k € Z, i.e, o periodo de e* é 2kmi, k € Z.
6. (<) Se z = 2nmi = e = 1 por 4.

(=) e* =1 et =¥ Vo' € C= 2 =2kni, por 5, k € Z.

Exemplo 2.1.4 Para que valores de z se tem

(e) = €',
Resolugao Seja z =z + yi = Z = v — yi. Temos
e =e VT = e Vcosx +ie Ysinx

logo
(e%*) = e Ycosx —ie Ysinx.

Por outro lado
e = eV = e¥Y cosx + ie¥ sin x.

Assim

5= o7 eYcosr =e Ycosx
eVsinx = —e Ysinx

< { sinz (e +e7Y)=0 @{ sinx =0

o e =eVVel =—eY - (e¥)* =1
r=km kel
y=20

< {x:lm,keZ'

Conclusao (ei%) = e'% sse z = kn, k € Z. |
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Observacgao 2.1.5 Dado z € C, a sua representacao em coordenadas pola-
res é dada por

z| [cos (arg z) + isin (arg z)]

z| exp (iarg z) .

2.1.2 Funcoes trigonométricas

Da representacao
e’ =cosy +isiny
vem que

sin e A cos e+ e

1 = — e

Y 2i Y 2
Definicao 2.1.6 Seja z € C, definimos seno e co-seno por

. ezz _ e—zz ezz + e—zz
SNz :=——¢€ C0Sz = —————
21 2

Observacgao 2.1.7 Novamente se z é real estas defini¢oes correspondem as
defini¢oes usuais de seno e co-seno.

Proposigao 2.1.8 As funcoes trigonométricas de varidvel complexa verifi-
cam propriedades andlogas as de varidvel real.

1. sin®z +cos?z = 1.
2. sin (z + w) = sin z cos w + sin w cos z.
3. cos (z 4+ w) = coszcosw — sin zsinw, Vz,w € C.
Prova. Exercicio. |

Observacao 2.1.9 As restantes fungoes trigonométricas definem-se pelas
relagoes usuais com a custa do seno e do co-seno.

sin z cosz .
tan z = ,co8z # 0 cotz = ——,s8inz # 0
cos 2z nz
) e —e’* e +e*
sinh z = ——— coshz = ————
2 2

ete, etc...
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Exemplo 2.1.10 Mostre que se z = x + yi, entao
cos z = cos x cosh y — i sin x sinh y.

Resolugao Temos por defini¢ao

ezi+€—zi
cosz = ————
2
Ly, - y -
= - [e7¥(cosz+isinz)+ e’ (cosz — isinz)]
2
ey+€_y o ey_e_y
= cosr——— —isinx
2 2

= cosx coshy —4sinxsinh y.

Exemplo 2.1.11 Prove que os tinicos zeros de cos z sao reais.
Resolucao Pelo exemplo 2.1.10 temos
cosz =0« cosxcoshy =0 A sinxsinhy =0

como coshy > 1, entao tera de ser
T
cosx:O<:>x:§+k7r,k€Z.

Como para estes valores de x, sinz nao se anula, entao de sinhysinz = 0
tira-se que sinhy = 0 < y = 0. Assim os zeros de cos z sao todos reais, da
forma -

i=3 + km, k € Z.

2.1.3 Funcao logaritmica
Pretende-se estender o conceito de logaritmo a argumentos complexos, i.e,
logz =7, z € C.

Um processo natural de definir o logaritmo usando propriedades reais é
pela equagao '
log z = log (7"6“9) = Logr + 16

como o argumento de z nao é tnico, argz = O + 2kw, k € Z, temos logz =
Logr + i (© + 2km), pelo que a ”fungao” log é multivalente...
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Figura 2.1: € é uma bijecgao de A,, em C\ {0}.

Proposicao 2.1.12 Consideremos o conjunto Ay, dado por
Ay ={z+yieC:zeRy <y<yo+2r}.

Entao a aplicagao e* : Ay, — C\ {0} € bijectiva.

Prova. Sejam 21,2, € A, (ver Figura 2.1).

et = e

&S et =1
= 21— 29 =2kmi,k €Z
S 1 —2=0 A y1 —yo =2km, k € Z.

22

Como y; — yo < 2w, pois 21, 22 € Ay, temos que y; — yo = 0. Assim 21 = 2.
Logo e* é injectiva. [ |
Seja w € C\ {0} 32 (=7) € Ay, : € = w. Temos

em—i—yi - w= |’UJ‘ eiarg(w)
e’ = |w| x = Log |w|
< evi — giarg(w) Yy = argw

argw ¢é tnico porque w € A, . Assim e* é sobrejectiva.
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Definigao 2.1.13 A func¢ao log : C\ {0} — C tal que yo < S(logz) <
Yo + 27 € definida por

log z := Log | 2| + i arg (2)

onde arg (z) € [yo,yo + 27[. Esta fun¢do é chamada um ramo da fungao
logaritmo.

Observagao 2.1.14 A funcao log sé fica bem definida quando se especifica
um intervalo de comprimento 27 onde arg (z) toma os seus valores.

Exemplo 2.1.15 Calcule log (1 + ) nos seguintes ramos.
1. arg(1+1) € [0,2n].
2. arg (1 +1i) € [m,37].

Resolugao 1. log (1 + ) = Logv/2 + Ti. [
2. log (1 +14) = Logv2 + 2.

Notagao 2.1.16 Log |z| — logaritmo usual, onde |z| > 0.
Logz = Log |z| +iarg (z) com —m < arg(z) < m —ramo principal.

Proposicao 2.1.17 A funcao logz € a inversa de e* no sequinte sentido:
para qualquer ramo de log z temos

exp (logz) = z
e escolhendo a faiza yo <y < yo + 27 entdao
log (exp (2)) = =
onde z =x 4+ yi com yg < y < Yo + 2.
Prova. logz = Log |z| + iarg (z). Logo
exp (log z) = exp (Log|z|) exp (iarg (z)) = |z| exp (iarg (2)) = z.
Por outro lado

loge* = Logle®| +iarg(e?)
= Loge” +iarg (e:”eyi)
= r4yi==z.
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Proposicao 2.1.18 Se z1,2z, € C\ {0}, entdo log(z122) = logz + log 2o
(mod2r ).

Prova. Temos

log (2122) = Log |z122| + 1 arg (2122)

onde arg (z122) € [y, Yo + 27[. Mas

Log |z122| = Log (|21] |22|) = Log |21] + Log | 2|

arg (z120) = arg (21) + arg (z2) (mod2m).

Assim

log (z122) = Loglz1| +iarg(z1) + Log|zs| + arg (z2) (mod2m)
= log 2z + log z5(mod2m)

Exemplo 2.1.19 Calcule log[(—1 —4) (1 — )] no ramo [0, 27].

Resolugao Por um lado log [(—1 — %) (1 — ¢)] = log (—2) = Log2 + im. Por
outro lado

5
log (=1 — i) = LogV2 4+ i-x

4
e
7
log (1 —4) = Logv/2 + i
Logo
: : (5 7
log [(—=1 — 1) (1 — i)] = Logv2 4+ LogV2 + i Y + Y
= Log2 + i (3m)
= Log2 + .
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2.1.4 Poténcias complexas

Pretende-se definir 2% =7, quando w € C e z € C\ {(0,0)}.

Definicao 2.1.20 Seja z,w € C, define-se

2 = exp (wlog z)
com arg z € [yo, Yo + 27| (pré-definido).
Exemplo 2.1.21 Encontre todos os valores de

ii

Resolugao

i =exp(ilogi)
= exp [z <Log1 + <g + 21{:7T> z)}

= exp (—g +2k:7r> , ke

2.1.5 Funcoes trigonométricas e hiperbdlicas inversas

Podemos agora definir as fungoes trigonométricas inversas.

pretende-rmos definir
sin"tz =7 z€C

Para tal fazemos:

sin'z = wosinw=z

eiw _ e—iw
21
(e“”)2 —2ize™ —1=0

e =iz + V1 — 22

=z

t ¢ ¢

Assim

w=sin"'z = —ilog (iz+v1—22>.

Por exemplo,
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Com um procedimento analogo podemos provar que

cos 'z = —ilog [z + V22— 1]

tan~!z = 3log <Z+Z>
2 11—z

Para este ultimo, temos

1

tan 2z = w&tanw ==z
eiw _ e—iw 2
= - X — — =
21 e 4 eTw
S e dde™ = ze™ 4z
PEN —i€i2w ‘l’z _ ZeiZw +Z
N2 )
& (") (—i—z)=z—1i
P ey
—1 — Zz
7 zZ—1
& w=—=log
2 —1—Z

i (z + z)
& w==log| - )
2 1—Z
A deducao de outras férmulas, como
sinh™' z = log [z +Vz22+ 1}
cosh™' z = log [z + V22— 1}

. .
tanh™' 2 = 5 log (Z il Z)

11—z

¢ deixada como exercicio...

Exemplo 2.1.22 Calcule todos os valores de
cosh™! (\/5)

mostrando primeiro que

cosh™ z = log [z +Vz22 - 1}

29
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Resolugao Seja cosh™ z = w. Entéo temos
coshw = =z
ev +e "
2
(e¥)> —2ze" +1 =0
o 22 ++/422 — 4

2
e’ =z+Vz2-1
w = log [z—l—\/z?—l].

=z

re ¢ 02

Assim

cosh™' 2z = log [z +Vz22— 1} .

No caso em que z = v/2 temos
cosh™ (V2) = log (V2 + V1)
— log (ﬁ + 1)
— +log (\/5 + 1)
S [Log <ﬂ+ 1) +i(2k7r)} ke

2.2 Transformacoes

Ao contrério do que acontece com as fungoes reais de variavel real, onde a
representacao grafica de uma fungao permite tirar conclusoes sobre o com-
portamento da funcao, as fungoes de variavel complexa

w=f(2)

com w, z € C nao permitem uma tal representagao, dado que precisariamos
de, pelo menos, 4 dimensoes. Para se tirar conclusdes sobre uma fungao
complexa, analisamos os conjuntos de pontos correspondentes a z e w em
dois planos complexos, plano-z, (z,y) e plano-w, (u,v).

A correspondéncia entre pontos dos dois planos diz-se uma aplicacao,
funcao ou ainda transformacao de pontos do plano-z no plano-w.
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Figura 2.2: Efeito da funcao quadrado ao primeiro quadrante.
Exemplo 2.2.1 Mostre que a fungao f (z) = 2? transforma o primeiro qua-
drante do plano-z no semiplano superior do plano-w.

Resolugdo Sabemos que |22| = |z|° e que arg(2?) = 2arg(z). Como z
pertence ao primeiro quadrante, entao

0 <arg(z) <

| N

s0<2arg(z) <
&0 <L arg (zz) <m,

por outro lado
0<|z| <0

&0 < z]? < o0

Assim temos o resultado pretendido, (ver Figura 2.2).
[

Exemplo 2.2.2 Calcule os transformados das curvas 22 +y% = ¢?,¢ > 0 por
meio da funcao

f(z)=+Va2*+y* —yi
Resolucgao Fazendo

fR)=utvi=22+y>—yi=c+ (—y)i
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y A Plano—z vA Plano—w

o

1/2

Figura 2.3: Tmagens de circunferéncias por meio de f (2) = (2% + y?) yi.

temos
u=c Nv=—ycom —c<y<c
u=c N —c<v<c¢
Su=c N —u<v<u.

Assim a funcdo transforma circunferéncias em segmentos, (ver Figura 2.3).

2.3 Nocoes topolégicas

Definicao 2.3.1 Sejam zyp € C e € > 0. Chama-se vizinhanca de zy de raio
€ ao conjunto

Vi(20) ={z€C:|z— 2| <e€}.

Geometricamente (ver Figura 2.4).

Definicao 2.3.2 Um subconjunto A C C diz-se aberto sse Vzg € A,de > 0 :
‘/E (Z(]) - A.

Geometricamente (ver Figura 2.5).
Intuitivamente um conjunto aberto é um conjunto que nao contém ne-
nhum ponto da sua fronteira ou ”lado”.
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Figura 2.4: Vizinhanca de 2y de raio e.

Figura 2.5: Conjunto aberto.

33
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A A

Figura 2.6: Interpretacao geométrica de z — zo = f (2) — wp.

Definicao 2.3.3 Seja f: ACC — C,zg € A. Diz-se que

lim f(z2) = a(eC)sseVe>030>0:0<]|z— 2| <

2—20,2#20

= |f(2)—a|<e
(ver Figura 2.6).

Exemplo 2.3.4 Prove que

2
—1
im z =2
z—12#1 2z — 1
Resolugao A fungao f(z) = 222_—11 nao estd definida em z = 1. Quando
z # 1,
—1 1
P Gt 1t
z—1
Assim
1f(z) =2/ =|(z+1) = 2[= [z -1
Entao dado € > 0 basta tomar § = ¢ ou menor. [ |

Observacao 2.3.5 1. Se f(2) =u(z,y)+w(z,y) elim,_.,, f(2) =a=
t + si, entao
lim u(z,y) =t A limv(z,y) =s.

z2—20 z—20
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2. O simbolo z — 2z significa que z se aproxima de z; de uma forma
arbitraria e nao numa direc¢ao em particular.

Proposicao 2.3.6 Sejam f e g funcgoes tais que

lim f(z)=a e limg(z)=0".

z—20 zZ—20

Entao temos

1. lim, . [f(2) +9g(2)] =a+0.

2. lim, ., [f (2) g (2)] = ab.

3. lim,_,., % 7 seb#0.

Prova. Semelhante ao cdlculo de varidvel real. [ |

Definigao 2.3.7 Seja A C C aberto. Dizemos que f : A — C é continua
em zg € A sse

lim f(z) = f (20)

Z—20

e que f € continua em A sse é continua em cada ponto de zg € A.

Observacgao 2.3.8 Outras nogoes e propriedades, tais como, a de sucessao
convergente, sucessao de Cauchy, continuidade por sucessoes etc. definem-se
do mesmo modo como se definem para fungoes de variavel real.

Exemplo 2.3.9 Indique os pontos onde a fungao é continua

2
22 +2z+1
f(2) = —F——
25 +1
Resolucao Pela proposicao 2.3.6 somas, produtos e quocientes de funcoes
continuas sao continuas, excepto nos zeros do denominador. Assim [ é
continua em C\{exp(3i), exp(3i), —1}. |
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2.4 Derivadas

Definicao 2.4.1 Seja f : A C C — C, A aberto. Diz-se que f € diferencidvel
em zy € A se o sequinte limite
daf

lim f(Z) _f(ZO) _ f/(ZO) _ 4

z—20 z— 2 dz|,_,,

existe. Alternativamente, pondo Az = z — zy, f € diferencidvel se o limite
lim f(z0+ Az) — f (20)
Az—0 Az

(z — 20 = Az —0)

existe. Este limite é denotado por f'(zg) e chama-se derivada de f em z.
f diz-se analitica ou holomorfa em zy € A se f'(zy) existe e existe derivada
em todos os pontos de uma vizinhanc¢a de zy. Se f € analitica em todos os
pontos de A diz-se que f € analitica em A.

Observacao 2.4.2 1. A definicao de derivada de uma funcao de variavel
complexa, embora muito semelhante a derivada de uma funcao de
variavel real, é muito mais "rica”.

2. No limite na definigao de derivada (Definigao 2.4.1) aparece uma divisao
pelo niimero complexo z — 2y, sendo por isso, necessario ter em conta
a natureza especial da divisao de niimeros complexos.

3. O limite z — zy é tomado para uma aproximacao arbitraria de z a z
e nao numa direc¢ao em particular.

4. A existéncia de f’(z) permite tirar uma maior informacao sobre f,
nomeadamente que se f’(z) existe, entdo também existem f”, f”, f@),
-+ -, 0 que nao acontece no caso real. (Pense-se, por exemplo, na fungao

22 se <0
—2% se >0

Temos f'(x) = 2|x|, mas f” e as restantes derivadas nao existem no
ponto z = 0.)

5. Se uma funcao é analitica em alguns pontos de cada vizinhanca de um
ponto zg, excepto no ponto zy, entao zo é chamado ponto singular ou
singularidade da funcao.



2.4 Derivadas 37

Exemplo 2.4.3 Prove que se f (z) = 22, entao f' () = 2z.

Resolucao Por definigao temos

_ 2 2
f'(z0) := lim —f (2) = f (o) = lim =20
2—20 Z— 20 z—=20 2 — 20
_ g BT () (2 + 20) = 220,
Z—20 Z— 20 Z—20

onde a ultima passagem é justificada pelo facto de os polinémios serem
fungoes continuas. |
Proposigao 2.4.4 Se f'(zy) eziste e € finita, entdo f é continua em z.

Prova. Provar que f é continua em 2, é provar que

I f(2) = f(a)
& lm f(z) ~ f () =0
=

lim [f (2) = f ()] = 0
OV IE I I

&< lim
220 Z— 20

o m i@ =L@ 2o
z—20 Z—2p z2—20

= f/ (Z(]) x0=0

& 0=0.

O reciproco da proposicao anterior nao é verdadeiro. Um contra exemplo
é dado pela seguinte funcao:

A fungao é continua em C, pois

lim f(z) = || eVe>030>0:|z—2]<d

z—20

= ‘f(z)—‘ng < e.
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Temos
121 = 120*| = 1(I2] = |20]) (2] + |zo])]
= |z = |zol[ ||2] + |20l
< [z = 20l |[2] + [0l
< 0 (I2] = 20l +2]z0]l)
< 0(]z — 20| + 220]) -

Supondo 0 < § < 1 temos

€

<65(142z))=e=>6=—"—
<0 [70]) = € 1+ 2]z

Célculo da derivada:

f 20+ Az) — f(20)

f'(z) = lim

Az—0 Az
— im |20 + Az)* — | 2]
Az—0 Az
— lim (20 + Az) (20 + Az) — 20%0
Az—0 Az
N A—. V"

1) Suponhamos que zo = 0, entao

2) Suponhamos que zy # 0 : Fazendo Az — 0 por diferentes direcgoes:

a) Az = Az +0i = Az = Az. Logo

' (2) = AlizIEO (Zo + Az + 2z0) = Zo + 20-

b) Az =0+ Ayi = Az = —Az. Logo

I (z0) = Ahzrilo (Zo — Az — 29) = Zg — 2.



2.4 Derivadas 39

Como o limite, se existir, é inico, tem de ser
Zotz2=% — 2 =2 =0

absurdo, pois suposemos que zy # 0. Assim a derivada sé existe em z = 0.
Por definicao esta fun¢ao nao é analitica em nenhum ponto.

s

Teorema 2.4.5 Suponhamos que f e g sao analiticas em A, onde A C C €
um aberto. Entao

1. af +bg é analitica em A e
(af +bg) (2) = af' (2) +bg' (2),Vz € A, Va,b € C.
2. fg € analitica em A e
(f9)' (2) = [/ (2) g (2) + f (2) ¢ (2) , ¥z € A.
3. Se g(z) #0,Vz € A entao f/g é analitica em A e

g lg (2))” ’

Prova. Semelhante ao célculo de fungoes de variavel real. [
Observacao 2.4.6 Como consequéncias da proposicao anterior temos que.

1. Todo o polinémio P, (z) = a,+a;z+---+a,z" é uma fun¢ao analitica
em C e

P (2) = a; +2a3z - - + na,z" ', Vz,a,.. a, € C.

2. Toda a funcao racional

P.(2)  ao+aiz+4 -+ a,2"
Qm (2) by +biz 4+ bypzm

¢ analitica em C excepto nos zeros do denominador.
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Teorema 2.4.7 (da fungao composta) Seja f : A — C analitica e g :
B — C analitica, A, B abertos, com f(A) C B. Entao go f : A — C
definida por (go f)(z) = g (f (2)) € analitica em A e
(go f) (2) =g (f(2) [ (2).
Prova. Sejam z,2y € A, com f(z) = w e f(z9) = wy. Defina-se
h(w) _ { g(wuz:fu(;u()) —4d (UJO) se w # wy .

0 se w = Wy

Provemos que h é continua. Para w # wg, h estd definida por uma funcao
continua logo continua. Para w = wy temos:

lim h(w) = lim g(w) =g (wo) _ lim ¢’ (wp)

wW—wWo wW—wWo w — wo w—wo
= ¢ (wo) — ¢’ (wo) = 0.
Assim limy, . b (w) = h (wy) = 0, i.e., h é continua. Calculemos, pois

(901) ()= (g0 f) (z0)

(901) (za) = Jim LEELZ0 2.)
Mas
nr ey = LLELZITE gy )
Sa(F () -a(F (o) = B+ ()]G - f ()
ITGE E e AP S (U S (B

Portanto (2.1) vem

(90 f) () = lim {[h (F () +4 ( (0))

z—20

= lim [2(f (2)) + ¢ (f (2))] lim

= [0+4 (f (20)] f' (20) -

Concluimos, assim, que se z € A, entao

(9o f) (2) =g (f(2) f'(2).
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2.5 Equacoes de Cauchy-Riemann

Teorema 2.5.1 Seja f : A C C — C, A aberto e zy € A. Entdio f'(z)
eziste sse f = u + v € diferencidvel em zy = (xg,yo) no sentido de R? (isto
é, existem e sao continuas as derivadas parciais de u e v), e u e v satisfazem

ou _ o
{ 5 _ %y, — equacoes de Cauchy — Riemann (C — R).

oy ox

Se f'(z0) existe, entdo

ou Ov Of
/ _ vu OV _ 0]
G ox _H@x ox
_ v ou_10f
Oy Oy iy
Prova. Por definicao temos
P ) ot LI o)
220 zZ— 20
[ |
1. Seja z = x + yoi. Entdo
f'(z0) = lim u (2, y0) + 10 (,90) — u (2o, Yo) — 10 (2o, Yo)
%0 T — 2o
— lim U (:L",yo) —Uu (:L"o,yo) 4 lim v (x,yo) — (fo,yo)
T—T0 T — g T—rip T — 10
du ov
= 5 Tigs 2.2
ox * Zax (2.2)
2. Seja z = xg + yi. Entao
(%) = lim u (@0,y) + v (o, y) — u (o, Yo) — v (T0.Yo)
oA i(y — o)
= 1 lim u (zo,y) — u (2o, Yo) + lim v (29,y) — v (w0, Yo)
t v=r0 Y — Yo Y=o Y — Yo
lou o
Cidy Oy
- G- (23)

oy Oy
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Como o limite quando existe é tnico, temos de (2.2) e (2.3) que

ou Ov Ov . Ou

/ = — _ =
f(z0) = ox +Z8x dy Z@y
ou seja

ou _ v
ox ~ O
{ au__y@ — (C—=R).
oy ox

Temos ainda que
of 10f
or 10y
Exercicio 2.1 Provar que as equagoes de Cauchy-Riemann em coordenadas
polares sao dadas por
Ju _ 10v
{8274,

e que, se f’'(z) existe, entao
ou  Ov ou  Ov
/ o o - — _ .
f'(2) = (cos@ — isin0) <_07“ + Z_ﬁr) exp (—if) <_07“ + Z_ﬁr)

Resolugao Em coordenadas polares temos

{ xr =1rcosb

y =rsinf

ou Ov du Ov
Obtemos, assim a seguinte representacao para f
f(r0) =u(x(r,0),y(r0)+iv(x(ro),y(r0))

Calculando as derivadas parciais, temos

ou _ uor dudy
or Ox Or Oy or

ou ou .
= %cosﬁ—i— 8—ysm9
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v vde ooy
00 Ox 00 Oy ob

= ov (—rsinf) + ov (rcosf)

ox dy

ou . ou
= r <8_y sin 0 + %COSG)
o
- or

Assim
ou_ 100
or  rob’

Por outro lado

dv vz av@_@cosejL@sin@

5_%0r+0_y0r_0x oy

ou 0u@ 8u@

90 ~ ozo00 " oyo0

ou , ou
= (—rsinf) + ay (rcos®)

, v
= r (8_y (—sinf) — 8_:L’COSH)

Portanto

Temos também que

onde



44 Capitulo 2. Funcgoes Analiticas

py  Qudr Ou08  (ovor  0vos
T oror  90or ' \oror 000z
ou ou 1 . ov ov 1 .
= ECOSH—F%(—;SIHQ)"F [ECOSQ+%<—;SIHH)]

ou ov ov ou
= ECOSH—FESIHG—FZ (ECOSQ— Esm@)

. ou Ov
= (cosf —isin@) (E_HE)

0 .0
= exp(— 19)<8u+ 8;’])

Observagao 2.5.2 As condigoes de Cauchy-Riemann sao condigdes necess-
arias para existir derivada. As condigoes suficientes para existir derivada sao,
além de se ter de verificar as condi¢oes de Cauchy-Riemann as fungoes u, v,

Ju Ou 0Ov Ov
9z Oy’ Oz’ Oy serem continuas.

Exemplo 2.5.3 Calcule a derivada das seguintes fungoes.
L f(z) =
2. f(z) ="

Resolucgao 1. Neste caso temos que

u(z,y) =2 —y* A v(z,y) =2y

Dado que

as condicoes de Cauchy-Riemann verificam-se. Como u, v, gg, gZ’ g;, gZ sao

continuas em C, entao f’(z) existe em C e
Ju v

f(z) = 8$+za——2z+22y—22
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2. Temos
u(z,y) =2 +y* A v(r,y) =0

Para se verificar as condi¢oes de Cauchy-Riemann, tera de ser:

ou ov

_:2 e — =
g T 8y(:>x 0
Ou_ , _ v . _
dy v= ox v=

: ou du v v
Donde se conclui, dado que u,v, 37, 5y 95 Gy

derivada s6 existe em z = 0, (como ja vimos, logo apé6s a Proposicao 2.4.4).

sao continuas em zgp, que a

Definicao 2.5.4 Uma funcao analitica em C diz-se que é inteira.

2.6 Funcoes harmodnicas

Definigao 2.6.1 Seja u : A C C — R uma funcgdo de classe C%. Entdio u
diz-se harmonica se

Pu  0%u

2 _ -
vu_8x2+8y2

= 0 (Laplaciano de u).

Proposicao 2.6.2 Seja f = u+ vi analitica em A, entao u e v sao fungoes
harmaonicas.

Prova. Por f ser analitica temos

ou _ ov
{G2m, ) ~c-n

Derivando (1) em ordem a z e (2) em ordem a y temos

@ B 0*v A d*u _ 9%
ox2  Ozdy oy2  Oyox
v 0*u 0% 0%v

0x? * Oy? - 0xdy  dydx -

= 0.

Provaremos (ver Teorema 3.3.4 na pag. 73) que se f é analitica, entao existem
todas as derivadas de f, pelo que, do calculo de variavel real sabemos que se
v E C?(A), entao vy = vy,. [
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Definicao 2.6.3 As funcgoes u e v dizem-se harmdnicas conjugadas sse a
funcao f = u+vi é analitica.

Quando uma das fungoes harmoénicas conjugadas é dada, podemos deter-
minar a outra usando as condigoes de Cauchy-Riemann.

Exemplo 2.6.4 Verifique se u = y* — 322y é harménica em algum dominio
e determine a sua harmonica conjugada.

Resolugao Dado que

ou 0%u
— = -6y, — = —6
o = o 4
) 0 0?
u u
— =3y -3 = - =6
concluimos que
Pu  0%u
— +— =0.
ox?  Oy?

Assim, u é harmoénica em C. Se v é a harmoénica conjugada de u, entao as
condigoes de (C-R) dizem que

ou v _Ov _ 2
%_ay(:) 6zy—8y:>v(a?,y)— 3ry” + ¢ ().

Mas, pela outra equacao de (C-R), vem que

oo
dy ox
& —¢ (2)= -3 = ¢(x) =2° + k.

& 3y° — 327 = — (=3y* + ¢ (v))

Logo
v(z,y) = —3zy* +2° + k.
A fungao correspondente é f = u + vi dada por

f(z) = v =32y + (“3xy’ +2° + k)i
= ((23) + k‘) 1.
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2.7 Derivadas de funcoes elementares

2.7.1 Funcao exponencial

Teorema 2.7.1 A aplicacdo f: C — C, z — e* € analitica em C e

Prova. Por definicao

e® =e” (cosy +isiny)

de onde concluimos que
u(x,y) =e"cosy A v(x,y)=e"siny

que sao fungoes infinitamente diferenciaveis. Para provar que e* é analitica
temos que verificar as condigoes de C-R:

ou Jv  Ou v . ov
— =€ cosy =— N —=—e"siny = ———
Ox

ox oy oy

Como as derivadas parciais sao sao de classe C'°, entao e* é analitica em C.
Temos ainda que

d _Ou  Ov

P (e*) = B —i—za—x =¢” (cosy + isiny) = €.

e?

Exemplo 2.7.2 Calcule a derivada da fungao f (z) =e

Resolucao Dado que a composta de fungoes inteiras é uma funcao inteira,
pela regra da funcao composta para a derivada temos

I (2) = e*e”.
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2.7.2 Funcoes trigonométricas

Teorema 2.7.3 As fungoes sin z e cos z sdo inteiras com derivadas

d , . .
— (sinz) =cosz A — (cosz) = —sin z.
dz dz
Prova. Basta ter em conta a definicao de sin z
eiz _ e—iz
sin 2 1= :
21

e usar a regra da derivada da fungao composta. O mesmo para o cosz. WM

Observacao 2.7.4 As derivadas das restantes func¢oes trigonométricas sao
obtidas u-sando as regras de derivagao (teorema 2.4.5) e as derivadas do seno,
co-seno e da exponencial.

tan’ z = sec? z cot' z = csc? z

sinh’ 2z = cosh z cosh’ z = sinh z
., 2 I 2
tanh’ 2z = sech”z coth’ z = csch*z

2.7.3 Funcao logaritmica

Teorema 2.7.5 Seja A = C\{x +yi:x <0Ay=0}. Define-se um ramo
do logaritmo em A por

log z = Log|z| +iarg(z), —m <arg(z) <

chamado ramo principal do logaritmo. Entao logz é analitica em A (ver
Figura 2.7) com derivada

d 1

| —_—
dz(ogZ) .

% um elemento em A. Entao

Prova. Seja z = ret
log z = Logr + 6

e assim obtemos
u (r,0) = Logr
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Figura 2.7: Dominio de analiticidade de log z.

e
v(r,8)=6.
As condigoes de (C-R) em coordenadas polares verificam-se, pois
Ou _1_10v ~Ov_,__10u
o r rod or  rof

Como no dominio A u, v, assim como as suas derivadas, sao continuas, con-
cluimos que log z é analitica em A, e temos, pelo Exercicio 2.1 que

L S 7 VI Yo W S
dz 87 ~ exp (i0) \ Or "or Crexp(if)  z

Observagao 2.7.6 1. A razao da escolha do dominio de analiticidade
de logaritmo tem a ver com o facto de o argumento de z estando no
intervalo —m < arg z < 7 nao ser uma fungao continua sobre o eixo real
negativo. De facto, para um ntimero no eixo real negativo o argumento
é —m, ao passo que o valor do argumento na parte superior de cada
vizinhanga desse niimero é tao proximo de 7 quanto se queira, ou seja,
a funcao argumento "da um salto” ao cortar o eixo real negativo.
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Figura 2.8: Dominio de analiticidade de log 2%
2. Os pontos do eixo real negativo, # = 7, assim como a origem sao pontos
singulares (ver Observacao 5 na pag. 36).

3. O raio § = m chama-se corte do logaritmo, para o ramo principal, i.e.,
¢ a recta ou curva de pontos singulares.

4. O ponto singular z = 0 comum a todos os cortes de ramo da funcao
multivalente log z é chamado né de ramos ou ponto de ramificacao.

Exemplo 2.7.7 Calcule a derivada da funcao log (2?) e indique o dominio
de analiticidade.

Resolugao Podemos derivar a funcao logaritmo desde que

arg (22) #+ 4.

Seja arg(z) = 6 = arg (2?) = 20. Entao
7r
2 # 4m =0 £ £

Assim em D = C\{z +yi:z =0,y € R}, (ver Figiura 2.8)
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e neste dominio temos

2.7.4 Poténcias complexas

Lembremos que
2= exp (clog 2)

é uma funcao multivalente.

Proposicao 2.7.8 1. Para qualquer ramo da funcao logaritmo, a func¢ao
z +— a® € inteira e tem derivada

dilz (a*) = log (a) a®.

2. Fizando um ramo do logaritmo, por exemplo o principal, a funcdo z +—

2b € analitica no dominio do ramo do logaritmo escolhido e temos

d _
7 (zb) = b2"!

1/n

3. A fungao z — zY"™ € analitica no dominio do logaritmo (ver Figura 2.9)

e tem derivada

d, oy 1o
@(21/ ):EZi 1.

Prova. 1. Atendendo a definicao
a® ;= exp (zloga)

e pela derivada da funcao composta obtemos

d, .. d d )
- (a*) = P lexp (zloga)] = P (zloga)exp (zloga) = log (a) a?,

onde log a é uma constante. A derivada é valida em C.
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b

Figura 2.9: Dominio de analiticidade de z — 2 e 2z +— 2/,

2. Como 2 := exp (blog 2), entao
d d d 1 _
P (") = P lexp (blog 2)] = P (blog z) exp (blog z) = zbb; = 2!

a qual é valida no dominio do logaritmo.
3. Anadlogo a 2. [ |
Note que se b € N, entdo 2 é analitica em C, mas em geral 2 ¢ analitica
no dominio do logaritmo.

Exemplo 2.7.9 Explique o que estd mal no seguinte raciocinio. Sabemos
que
a® :=exp (zloga)

portanto
d
e (a*) = a®loga
Por outro lado p
7 (a®) = za*"! (2.4)

Assim

za* ' = a’loga < 2z = aloga
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Figura 2.10: Dominio de analiticidade de (e* + 1)"/2.

Resolugao O que estd mal é a igualdade (2.4), pois

& () # 20

dado que a derivada de a® é a*loga para qualquer ramo do logaritmo. W

Exemplo 2.7.10 Diferencie a fungao z — +/e# + 1 indicando a regiao onde
a fungao é analitica.

Resolucao Pela proposicao anterior a funcao é analitica no dominio do
logaritmo. Escolhendo o ramo principal do logaritmo que é analitica em
C\{z+yi:z<0Ay=0}. Aregido de holomorfia de v/e* + 1, A, ¢ tal que
se z € A entdo e® + 1 nao pode ser real negativo (ver Figura 2.10).

|

Procuremos z tal que e* +1 € Ry, i.e,
e“cosy+1<0
e’siny =0
(e +1<0Ay=2km)V(—e"+1<0Ay=(2k+1)m)
=
y=km keZ

x>0
y=02k+1)mkeZ
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Assim o dominio de analiticidade de v/e? +1 é
A=C\{z+yi:x>0Ny=2k+1)m k € Z}

e temos para Vz € A
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Exercicios

Exercicio 2.2 Encontre a parte real e a parte imaginaria de exp (e*) .
Exercicio 2.3 Simplifique |exp (22 + )| e |exp (i2?)], e mostre que
lexp (22 + 1) + exp (i2?)| < exp (2z) + exp (—2yz) .

Exercicio 2.4 Atendendo a definicao de sinh z e cosh z, prove que

1. cosh?z — sinh? z = 1.

2. sinh(z; + 2z9) = sinh 21 cosh 25 + cosh z; sinh 2.

3. cosh (z1 + 2z3) = cosh z; cosh z5 + sinh z; sinh z5.

4. sinh (z + yi) = sinh z cosy + i cosh x sin y.

5. cosh (x + yi) = coshz cosy + isinh x siny.

Exercicio 2.5 Use a equagao sin z = sinx coshy + isinhycosx onde z =
x + yi para provar que |sinhy| < [sin z| < |coshy].

Exercicio 2.6 Mostre que [sin z| > |sinz| e |cos z| > |cos x|.
Exercicio 2.7 Encontre todas as raizes da equagao exp (z) = —3.
Exercicio 2.8 Calcule todas as raizes das equagoes

1. cosz =2.

2. sinh z = 1.

Exercicio 2.9 Prove que log (z/w) = log(z) — log (w) (mod27), Vz,w €

C\ {0}.
Exercicio 2.10 Calcule todos os valores de log|(1 + 7)¢|.

Exercicio 2.11 Calcule todos os valores de exp(log | cosh™(1)]) comecando
por demonstrar que

[NIES

cosh™ (2) = log [z + (2 —1)
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144

Exercicio 2.12 Calcule todos os valores de ‘(1 +1)

Exercicio 2.13 Determine a imagem das faixas semi-infinitas

por meio de f (z) = exp (z), exibindo os transformados das fronteiras.

Exercicio 2.14 Considere a funcao f(z) = z?. Determine o conjunto de

todos os pontos do plano-z que sao transformados nas rectas
1. u=c¢.
2. v =cs.
no plano-w. Faca ¢y, co = 2,4, —2, —4.

Exercicio 2.15 Prove que a fungao f (z) = Z é continua e nao tem derivada
em nenhum ponto. E a fungao (z)?

Exercicio 2.16 Prove que o seguinte limite nao existe lim, .o lim %

Exercicio 2.17 Prove formalmente, por mudanca de variaveis, as equagoes
de Cauchy'-Riemann? em coordenadas polares

@_lav/\au_ v

20 — Tor

or — r oo

e que a derivada de uma fungao em coordenadas polares é dada por

f'(z) = exp (—i6) (g—:f + z%) .

! Augustin Louis CAUCHY (1789-1857), engenheiro e matemético francés com enorme
contribuicao para o desenvolvimento da matematica e outras ciéncias, em especial a fisica,
através de cerca de 8 centenas de trabalhos publicados, foi um dos fundadores da anélise
matematica moderna, e o seu nome esta ligado a numerosos teoremas.

2Georg Friedrich Bernhard RIEMANN (1826-1866), matematico alemao que sucedeu
a Dirichlet como professor em Gottingen e se tornou notével pelos seus trabalhos sobre a
teoria das fungdes analiticas (de que foi um dos fundadores), geometrias nao euclidianas,
teoria dos nimeros e fisica matematica.
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Exercicio 2.18 Considere a funcao, f, definida por

& s z2#0
f(z)—{ 0 se z=0 "

Prove que as condigoes de Cauchy-Riemann se verificam em z = 0 mas que
a derivada de f nao existe nesse ponto.

Exercicio 2.19 Considere a fungao f(z) = 23(z). Mostre que f’(0) = 0.
Serd f (z) analitica em z = 07 Justifique.

Exercicio 2.20 Prove que se f é analitica num dominio, D, entao

0 0
(522 * 5o ) AP =l P
Exercicio 2.21 Mostre que o médulo e o argumento da funcao analitica,
f(z) =R(z,y)exp (i¢ (z,y)), R, ¢ funcoes reais, verificam as seguintes relac-
coes

OR _ 06 OR _ 00

or oy Oy Oz
Exercicio 2.22 Seja f uma fung¢ao analitica num dominio D que nao contém
o ponto z = 0. Sendo f(z) = u(r,0) + iv(r,0), use as condigoes de Cauchy-
Riemann em coordenadas polares, para mostrar que, em D, tanto u como
v satisfazem a equacao de Laplace® em coordenadas polares, admitindo que
u,v € C? (D),

Exercicio 2.23 Verifique que se f é analitica em A e % + g—z =0 em A,
entao f' é constante em A.

Exercicio 2.24 Seja f uma funcdo analitica em A e |f(z)| constante em A.
Mostre que f é constante em A.

Exercicio 2.25 Seja f(z) = u(z,y) + iv(x,y) uma funcdo analitica em A,
tal que % + g—z = 0, em A. Mostre que f(z) = —icz+d, onde ¢ € R e
d € C\R.

3Pierre Simon de LAPLACE (1749-1827), astrénomo, matematico e fisico francés com
importantes contribuigdes para a mecanica celeste e teoria das probabilidades.
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Exercicio 2.26 Seja u uma funcao tal que u € C? (A) tal que % + giy;‘ =0.

Prove que f = % — ig—z é analitica em A.

Exercicio 2.27 Verifique que u é harménica em algum dominio e determine
as suas harmonicas conjugadas.

1. u(x,y) =2x(1 —y).
2. u(z,y) = sinh(z) siny.

Exercicio 2.28 Derive e indique a regiao de analiticidade de cada uma das
seguintes funcgoes.

1. log (e + 1).

2. 2%,

3.

er—1"

az

4. —,a € R.

a2—z2)

Exercicio 2.29 Calcule a derivada da fungao v/z2 — 2 e indique o dominio
onde essa derivada é valida.



Capitulo 3

Integrais

Este capitulo é dedicado ao estudo dos integrais de fungoes complexas. Neste
contexto, o teorema de Cauchy desempenha um papel fundamental na teoria
das fungoes analiticas, nomeadamante permite-nos provar que se f é analitica
entao existem todas as derivadas da fungao f. Muitos dos resultados deste
capitulo dependem deste teorema. Nao menos inportante sao os resultados
da Secgao 3.3 que trata da fémula integral de Cauchy. Esta féormula é tao
importante que muito dos resultados obtidos posteriormente podem ser con-
siderados consequencia da formula integral de Cauchy para as derivadas. Em
particular destacamos os teoremas de Louville e de Morera. Finalmente neste
capitulo vamos abordar o médulo maximo de fungoes analiticas em dominios
limitados, ver Seccao 3.4 para mais pormenores.

3.1 Integral de caminho

Seja h : a,b] C R — C uma fungdo dada por h (t) = u (t) + v (t), com u, v
fungdes continuas em [a, b]. Definimos o integral definido por

/abh(t)dt ::/abu(t)dt+i/abv(t)dt€((3,

/abu(t)dt e /abv(t)dt

sao integrais de uma variavel real.

onde

59
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Figura 3.1: Curvas em C. (1) classe C1; (2) seccional/ classe C*; (3) suave;
(4) simples fechada; (5) caminho.

Definig¢ao 3.1.1 Seja v : [a,b] — C uma curva em C.
1. v diz-se de classe C' se ' (t) existe em ]a,b| e é continua em [a,b].

2. v diz-se seccionalmente de classe C' se o/ (t) existe em Ja;_1,a;[ e é
continua em [a;_y, a;], onde [a,b] = U]_, [a;-1, a;].

3. v diz-se uma curva suave se ' (t) existe e v (t) # 0,Vt € |a, b].

4. v diz-se uma curva fechada de Jordan ou curva simples fechada se
v(a) =~ (b) ey (t) #~ )Vt €la,b]\{a,b} com v (t) continua.

5. 7 diz-se um caminho se vy € seccionalmente suave. (Ver Fig. 3.1).

Definigao 3.1.2 Seja f: A C C — C continua e v : [a,b] — C um caminho
tal que v ([a,b]) C A. Define-se o integral de f ao longo de ~y por

[r@a=Y [ fawr o
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Proposicao 3.1.3 Se f(z) = u(z,y) +iv (z,y), entdo

/f<z>dz=/[u<x,y>dx—v<x,y>dy1+i/[u<x,y>dy+v<x,y>dx].

v

Prova. Seja vy (t) = (x(t),y(t) =z (t) +iy(t) = ' (t) = 2’ (t) + i/ ().
Temos

/f(Z)dZ = /[U(x(t),y(t))ﬂv(fﬂ(t),y(t))] [« (t) + iy’ (¢)] dt
= /[U(x(t),y(t))x’(t)—v(x(t),y(t))y’(t)]dt
+i/ [u (2 (), y (1) y' (8) + v (x (1), y (1) ' (t)] dt

que, em termos de integrais de caminho reais nao é mais do que

/u(z,y)dz—v(z,y)dy+i/u(x,y)dy+v(x,y)dx.

v Y

Este resultado pode ser obtido formalmente, calculando
f(z)dz = [u(z,y) +iv(z,y)] (dx + idy)

Proposicao 3.1.4 Sejam f,g funcoes complexas continuas, ci,co € C e
¥, Y1, Y2 cami-nhos em C. Entao

1L [afteg=al f+el g

o [ f=—]7
J. f“/1+“/2 f - f’Yl f + f“fz f
Prova. Exercicio. |

Exemplo 3.1.5 Calcule o valor do integral

/z2dz,
v

onde v é o segmento de recta que une z =0 a z = 2 + i, (ver Fig. 3.2).
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Figura 3.2: Curva de 0 a 2 4 1.

Resolucao 1° Processo. Seja
v:[0,1] = C, t— 2t 4t

com v (t) =2+ 4. Assim

1 1
/z%lz = / (2t + ti)* (24 1) dt = (2+i)/ (3¢% + 4t%) dt
ol 0 0

= @eaG ) [ Pa=r6 g

2° Processo. y =1z com 0 <z <2, z=x+ izi = dz = (1 + }i)dz. Assim

2 2 3 5 2. 1.
z°dz = —x° + %1 1+ =i )dx
. o \4 2
IN/3 N [?, 1\ /3 \8
= <1+§z) <Z+z>/0xdx—<1+§z) <Z+Z>§

2+11,
= -4+ —1.
3 3
[ |

Vamos resolver o mesmo exercicio percorrendo um caminho diferente. O
caminho que une z =0 a z =2 mais o de z = 2 a z = 2+, (ver Figura 3.3.)
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Figura 3.3: Caminho alternativo ligando z =0 a z = 2 + 1.

Temos y =0N(0<2x<2)=>dz=drex=2N(0<y<1)=dz=1idy.

Assim
2 1
/zzdz = / x2dx+i/ (2 4 yi)*idy
0 0 0

1
= §+z/ (4+4yi—y2)dy
3 0

1
= §+¢(4+2¢—§)
2 11
= 24—

3 3

Concluimos ois ue o integral da o mesmo valor, calculando por um ou
) ) )
por outro caminho.

Exemplo 3.1.6 Calcule o valor do integral sobre a circunferéncia unitaria,
percorrida no sentido positivo (sentido contrério ao dos ponteiros do relégio)

/ zZdz

”

Resolugao Podemos parametrizar a circunferéncia do seguinte modo
v:10,27] — C, 6+ ®

com 7' () = ie”, obtendo-se, entdo

27
/zdz :/ e e d = 2mi.
0 0
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Teorema 3.1.7 Seja f uma funcao continua em A C C e v um caminho.
Se f for limitada sobre 7y, i.e, AM > 0 tal que |f (2)] < M Vz = (), entdo

Af (=) f2

onde l () designa o comprimento de . Mais geralmente temos

Lf(Z) f2

Prova. 1. Dada

< Ml(v),

b
S/If(Z)IIdZI =/ f (v @)Y ()] di

v la,b] — C, t— (2(t),y(t))

temos que

1(y) = / Vi OF + [y ()t

2. Seja f uma funcdo complexa de variavel real, f (t) = w (t) +iv (t). Prove-

mos que
/abf(t)dt' < [ @na

b
/ f(t)dt =re®

Seja

para r e 6 estao fixos. Logo

r= e /abf(t)dt: /abe‘”f(t)dt
Como
r=R(r) =R ( / ) dt) = / R o)

e sabemos que R(e= U f(t)) < |e " f(t)| = | f(t)], pois |e~®| = 1. Obtemos

/abf(t)dt‘S/:lf(t)ldt

r =
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/fmw»v®ﬁ

/yf(z)dz

b
< /Iﬂv@ﬂW@Nﬁ

S/MW@W:MM-

Exemplo 3.1.8 Sendo v um circulo |z| = R, onde R > 1, mostre que

/logzzdz‘ < 2WL0gR+7T.
v 2 R

Resolugao Pela desiguadade triangular e tendo em conta que |z] = Re 6 é
tal que —m < 6 < 7 temos

logz| |Log|z| + 0| < LogR+ 7

‘22| - R2

22

Assim

R? R

/logzdz‘ < LogR + 7 9B 27TL0gR+7T.
N

Teorema 3.1.9 Seja f : A C C — C tal que f = F' para alguma funcao
analitica FF: A C C — C e seja vy : [0,1] — C um caminho unindo os pontos
Z1, € Zo, entao

‘/ﬂ@MZF@ﬁ—F%%

em particular, se z; = zo, entdao

/yf(z)dz:o.



66

Prova.
obtemos

[/f(z) dz

Isto prova a proposicao.

Capitulo 3. Integrais

Usando a definicao e as propriedades simples do célculo integral

J

/ F' (7 (5) () dt

0

i
0

f iy @)y (t)dt

= (Fom)(t)

(Foy) (1) = (Fo7)(0)
Fy(1) = F((0)
F (Zl) — F (2’2) .

Exemplo 3.1.10 Calcule o valor do integral

onde v é a porcao de elipse que une z =1 a z =

Resolugao Visto que

temos

/ 2Adz
¥

/zgdz,
”

i
3

15
64

Exemplo 3.1.11 Calcule o valor do integral

onde vy é:

1

—dz,
z

/
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1. O semi-circulo superior unindo z =1 a z = —1.
2. O semi-circulo inferior unindo os mesmos pontos.

Resolugao 1. v (0) = e*, 0 <0 <, com v (0) = ie®. Logo

1 1 .
/—dz :/ —.eiewdQ = mi.
N 7 o €'
2. v(0)=e® 0<0<m ey (0) =—ic?. Logo

1 ™ 1 .
/—dz = / ——.eie_“gdﬁ = —Ti.
N % 0 e’

Neste caso o integral nao é independente do caminho. Mais a frente, na
Seccao 3.2, que condicoes tera de verificar f para que o integral nao dependa
do caminho.

3.2 O teorema de Cauchy-Goursat

Teorema 3.2.1 (de Green) Sejam P (x,y) e Q(x,y) fungdes continuas
assim como as deriwadas parciais de primeira ordem, num conjunto R com
fronteira C' (caminho simples fechado). Entao

L(P(I,y)d:HQ(x,y)dy)://R (g—g—g—g) dxdy.

Prova. Ver por exemplo [Rud76]. |

Teorema 3.2.2 (de Cauchy) Seja f analitica e f' continua sobre e no in-
terior da curva simples fechada v, entdo

/Vf(z)dz:o.

Prova. Seja f = u + vi, entao

/yf (2)dz = /y (udx — vdy) + z/ (udy + vdx)

N
ov Ou _ ou Ov
_ //A<_%_8_y>dxdy+l/[1<%_0_y>dxdy’
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como se verificam as condi¢oes de Cauchy-Riemann, vem
=04+0=0.
[ |

Teorema 3.2.3 (de Cauchy-Goursat) Seja f analitica sobre e no inte-
rior de um caminho fechado 7y, entdo

Lf(z)dz:o.

Prova. Ver por exemplo 777 [ |

Exemplo 3.2.4 Seja y a circunferéncia de raio r e centro em zy € C. Calcule
/ (2 — 20)" dz
2!

Prova. 1. n > 0. Pelo teorema de Cauchy-Goursat

/y(z—zo)"dz:o

ou pelo teorema 3.1.9 com F(z) = -5 (2 — 2)

fechada temos
/(z —z9)"dz = 0.
¥

2.n=—1:7(0)=re? + 2z com 0 <0 <2r e~ (0) =rie?. Logo

2 . 00
/(z —2) ' dz = / We.e df = 2mi.
~ o ret

3. n < —2. Novamente pelo teorema 3.1.9 tem-se

2m
/ (z—20)"dz = / r"e™iretdp
0 0

2
_ 7;,r,n—l-l / 6i€(n+1)d9
0

+1
. r’ . 0=2m
i €2€(n+1)

n+1 =0
= 0.

paran =0,+1,+2 ...

1 )
"1 e, dado que a curva é
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Assim
n, ) 2mi se n=-1
[/(Z_ZO) dz—{ 0 se n#-—1
[ |

Exemplo 3.2.5 Prove que nao existe uma fungao analitica em C\ {0}, f tal
que f'(z) = 7.

Resolucao Suponhamos com vista a um absurdo que tal funcao existe.
Entao 1
/ —dz =0
v 2

pelo Teorema 3.1.9 com + a circunferéncia unitaria. Por outro lado o exemplo

3.2.4 diz que
1
/ —dz = 2mi
v 2

com zg = 0 e ~ igual a anterior, logo é absurdo, pelo que a funcao f’ nao
existe. [

~ / . . ~ .
Observagao 3.2.6 (logz) = %, mesmo assim isto nao contraria o exemplo
anterior, pois log z ndo é analitica em C\ {0}, mas sim em

C\{z+yi:y=0A2<0}.

Teorema 3.2.7 (da Deformacgao) Seja f analitica em A e v uma curva
simples fechada em A. Suponhamos que vy pode ser continuamente deformada
noutra curva 4 sem sair da regido A (diz-se que vy € homotdpica a 5 em A).

Entao
/yf(z)dz:Lf(z)dz.

Prova. Seja 4 =+ 7 — 5 — 7o, (ver Figura 3.4.)
Sobre e no interior de 4 o teorema de Cauchy é valido, logo

Lf(z)dz:o
o [yf(z)dz%—[mf(z)dz—Lf(z)dz—Lof(z)dz:O
o Af(z)dzzéf(z)dz.
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Figura 3.4: Teorema da deformacao.

Observacgao 3.2.8 Este teorema pode ser generalizado para o caso em que
existem 71, Yo, . . ., . (ver Figura 3.5).

Lf(z)dz - Lf(z)dz—élf(z)dz—...—/%f(z)dzzo

= Lf(z)dz:Alf(z)dz+...+£nf(z)dz.

3.3 Foérmula integral de Cauchy

Teorema 3.3.1 (férmula integral de Cauchy) Seja f analitica sobre e
no interior de um caminho fechado . Se zyg é um ponto no interior de 7,
entao

fla) = = [LE) 4, (3.1)

21 )y z — 2o

Prova. Usando o teorema de Cauchy-Goursat e o teorema da deformacao,
temos, (ver Fig. 3.6).
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Figura 3.5: Teorema da deformagao generalizado.

Figura 3.6: Curva usada na prova da féormula integral de Cauchy.

A
v




72 Capitulo 3. Integrais

(S,

~Z—Z()

<ZO/HO - [

/ _Zodz— (20) 2mi + / fz_—f(z(])d (3.2)

20

dado que f é continua, i.e.,
Ve>030>0:]z—2|<d=|f(2)— f(z) <€

Tomemos ¢ = 4§, (ver Fig. 3.6). Tem-se

(2) = f(20) |f (2 (20)]
5 Z— 2 dz' = / |z—zo| [d2]

< 5 (2m0) = 2me

Entao, o valor absoluto do integral pode se tornar tao pequeno quanto se
queira, para isso, toma-se ry cada vez mais pequeno, como as outras duas
partes de (3.2) nao dependem de rg, terd de ser a tltima também indepen-
dente de rq, isto é, tem de ser zero. Assim

f(z)

,YZ—ZO

& flz) =

dz = f (z0) 2mi
fE)

27Tz yZ— zo

Observacao 3.3.2 A formula diz-nos que os valores da funcao f sao deter-
minados pelos valores que a funcao toma sobre a fronteira.

Exemplo 3.3.3 1. Calcular o integral

eZ
/—dz,
y 2

onde v ¢é a circunferéncia unitaria.
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z__ . A . I
2. [ £=2dz com 7 a circunferéncia unitdria;
v z—2

z__ . A . . .
3. fy = dz com < a circunferéncia com centro na origem e raio 3.

Resolugao 1. Tomando f(z) = e* que é inteira e zg = 0, pela férmula
integral de Cauchy

/ “dr = 2mif (z9) = 2mi.
y 2

2. Da zero pelo teorema de Cauchy-Goursat.
3. Seja f(z) = € — 2,29 = 2. Entao

Ai:;dz = 2mi (62 — 2) .

Teorema 3.3.4 (F. I. Cauchy para derivadas) Seja f uma fun¢ao ana-
litica num dominio A. Entdo existem todas as derivadas de f em A, além
disso para zy € A e para qualquer caminho fechado contido em A tal que

20 ¢ v (la, b)) tem-se

k! f(2)
(k) =— [ ——————=dz, k=0,1,2,...
.f (ZO) 21 /; (Z — Zo)k+1 z, ) Ly 4y
Prova. O resultado é verdadeiro para n = 0, por ser a formula integral de
Cauchy.
1 f(2)
= — dz.
/ (z0) 2mi [f (z — 20) :
Para calcular f’(zy) procedemos do seguinte modo

ot Am)— fz) 1 /( 1 1)f(Z)dz

Az 2miAzg z—z20—Azg  z— 2

L 1) .
N 27Ti[/(z—zo)(z—20—AZO)d .

Vejamos que quando Azy — 0 temos

/v (z — 20) (ﬁ(—Z)zo —Azo)dz — /y%dz




74 Capitulo 3. Integrais

Figura 3.7: Contorno usado para a férmula integral de Cauchy para deriva-
das.

/Y<’Z_Z0) (ﬁ(—Z)zo —Azo)dz_/vﬁdz

f(2)
= Az 5 dz.
L (z—20)" (2 — 20 — Azp)

Seja M :|f(2)| < M, L=1(y), dy=d(z,7). ver Fig.3.7.
Como Vz € v, |Azy| > do, entdo

’A/ (= — 2)? é(j)z() a0

O resultado obtém-se por inducao. |

dg (do — |Azl)

< — 0, Azy — 0.

Exemplo 3.3.5 Calcule o integral
sin 2z
dz,
[

Resolucao Usando a formula integral de Cauchy para derivadas com k =1

e zp = 0 temos
. o
/ 20 = i’ (0) = 2.
v

onde v =¢",0 <6 < 2r.

22 1!
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Teorema 3.3.6 (de Morera) Se f ¢ continua num dominio simplesmente
conexo A e se, para qualquer caminho fechado v em A,

/yf(Z)dZZO,

entdo f € analitica em A.

Prova. Como o dominio é simplesmente conexo (além de ser conexo nao
tem buracos), prova-se que existe primitiva, F', que é analitica, por F' = f
(cont.), pela férmula integral de Cauchy IF” = f/, JF"” = f” .... Assim f é
analitica. [

Teorema 3.3.7 (Desigualdade de Cauchy) Seja f analitica em A e seja
v a circunferéncia de raio R centrada em zy € A. Suponhamos que |f (z)] <
MYz € A. Entao

k'M
‘f(k) (Zo)‘ < F,kzo,l,l...

Prova. Pela formula integral de Cauchy para derivadas

f(k) () = k—!,/%dz

271

k! f(z)
= |f® (z)]| = = /7d2
‘ ‘ 1T ., (Z_Zo)k—l-l
k! 1/ (2)]
< oo | T e
A1t y |Z _ ZO|/€+1
k' M
< %Rk+127TR
kM
- F,kIO,l,Q,...

Teorema 3.3.8 (de Liouville) Se f € inteira e limitada, entdo f é cons-
tante.
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Prova. Pela desigualdade de Cauchy Vz, € D temos
M
|f/(20)| < E _)07 R_)OO7

como f’(zp) é um ntmero fixo que ndao depende de R segue-se que f’(zy) = 0
Vzy € Dy = [ é constante. |

Exemplo 3.3.9 Seja f inteira e |f (2)| > 1,Vz € C. Prove que f é constante
em C.

Resolugao Temos que |ﬁ| <1,i.e, % é limitada, entao pelo Teorema 3.3.8
f é constante. [
3.4 Mobdulo maximo de funcoes analiticas

Seja v = {z: |z — 29| =ro}. Se f é analitica sobre e no interior de y entao
pela féormula integral de Cauchy

o) = i/@d

= [f(= 2)|[d]
1
= 271'7‘0 / ‘f (Z(] + 7”06 ) ‘ Tode
1 27 )
= %) | f (20 + 10€™) | db = K. (3.3)

K é chamado o valor médio de |f| sobre v. Diz-nos também que o valor de
|| no centro nao excede o valor médio.
Seja My o méximo de |f| em {z: |z — z9| < ro}. Portanto

|f (20)] < Mo e | f (20 + roe”)| < My

= K < M,
Se f for tal que |f (z0)| = My, entao por (3.3) My < K. Logo

My =K.
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Suponhamos que ‘ f (zo +roei9)‘ < My, para algum valor de 6, entao,
como |f|é uma fungao continua de 0, existiria um intervalo onde a fungao
teria valores menores que My, e o valor médio seria inferior a My. Assim
sobre va fungao | f|é sempre igual a M.

Considerando agora

1

T or

27
K1 / ‘f(zo—l—rlew)‘dﬁ, r <Tg
0

Do mesmo modo tem-se que
|f(2)] < Mo,Vz €m

e como antes
Ky =My = |f(2)| = Moy, Vz €m

Assim |f (2)| = Mo,Vz € {z: |z — 2| < 1o}, ie., sempre que |f (29)] = Mo,
tem-se |f|constante o que implica fconstante. Assim temos o seguinte

Teorema 3.4.1 (Principio médulo maximo) Seja A um dominio limi-
tado e

f:A—=C

analitica em A e continua em A. Seja M o mdximo de |f (2)| em 0 (A), i.e,
M > |f(2)|, V2 € 0(A). Entio

1 f(2)] < M,Vz € A.

2. Se |f (2)| = M para algum z € A, entdo f € constante em A.

Exemplo 3.4.2 Encontre o maximo de |e?| em |z| < 1.

Resolugao |e*| = ¢”, como x € [—1, 1], entdo o maximo ocorre em = = 1 ¢
vale e. [

Teorema 3.4.3 (Fundamental da algebra) Consideremos nimeros com-
plexos ag,ay,...,a, € C, n>1,a, #0. Seja P, (2) = ag+ a1z + ...+ a,2".
Entao eziste zg € C tal que P, (z) = 0.
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Prova. Suponhamos que P, (z) # 0,Vz € C. Entao

é inteira e f (z) nao é constante por a, # 0, n > 1. Se provarmos que f é
limitada, entao pelo teorema de Liouville concluimos que f é constante o que
é absurdo. Mostremos que f (z) — 0 quando z — o0, i.e,

VM > 0,3K >0:|z| > K = |P,(2)| > M
Tem-se que
|Pa (2)] = [an| |2[" = lao| = laa] |2 = .. = [an-a] [z

pondo

an?" =P, (2) —ag — a1z — ... — @p_12" "

e aplicando a desigualdade triangular.
Seja a = |ag| + |a1| + ...+ |an—1]. Se |z| > 1, entdo

n— |aol |, |an—1]
P 2 i (el - - e
i
et (gl al
> o (jonl el - - 2 1
> 2 (ol 2]~ a). (3.0
Seja
M
K:max(l, +a).
|an|
Se K=1, |2 >1
P 2 [ (a2l a)
> (Jaul 2] — )

v

M+ a
|an] —a
|an|

M.

= |P,(2)] > M.
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Se K = Mta || > Mta

‘an| |an‘

[P (2)] = M

Assim se |z| > K, tem-se que
L1
P,(z2)|— M

mas no conjunto |z| < K, ’%(z)‘ é limitada, digamos por L. Portanto
1
< max W L

1 (2)] < max (%L) ViecC

‘ B (2)

em C, i.e,

ou seja f (z) é limitada em C, como era uma fungao inteira, concluimos pelo
teorema de Liouville que f é constante o que é um absurdo, pois vimos que
f nao era constante pelo facto de a,, # 0, n > 1. O absurdo veio do facto de
supormos que P, (z) nao tinha nenhuma raiz em C.
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Exercicios

Exercicio 3.1 Se v a fronteira do quadrado com vértices nos pontos z =
0,z=1,2z=1+1 e z =1. Mostre que

1. /(3z+1)dz:O.
il

2. /ﬂ'GXp (rz)dz =4 (e" —1).

o

Exercicio 3.2 Calcule os seguintes integrais.

L[
= 2
[ &
' lz|=1 2|
3, / ldz]
|z|=1 #
4 /
|z|=1

Exercicio 3.3 Sendo 7 o arco de circunferéncia |z| = 2 que se situa no
primeiro quadrante mostre que

/ dz T
< —.
L, 22+1 73

Exercicio 3.4 Sendo o caminho do triangulo com vértices nos pontos z =
0,z = —4 e z = 37, mostre que

fy(ez —Z)dz

dz
z

< 60.
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Exercicio 3.5 Calcule o seguinte integral

/z2dz,
v

onde 6 a curva dada por v () = esin®t, 0< ¢ < Z.

Exercicio 3.6 Prove que [ exp (cos ) cos (sin6)df = 7 considerando

/ exp (2) &,
|z|=1  *

Exercicio 3.7 Verifique se o teorema de Cauchy é valido para a parte real
e parte imaginaria de f, onde f esta nas condicoes de aplicagao do teorema
de Cauchy. Se nao for verdade, dé um contra exemplo.

Exercicio 3.8 Calcule

/\/ 22 — 1dz,
N

onde v é a circunferéncia com centro em 0 e raio %

1
/—dz,
v 2

onde v é o quadrado com vértices sucessivos em 1+ ¢, —1 44, —1 — 4,1 — 1,
percorrido no sentido positivo.

Exercicio 3.9 Calcule

Exercicio 3.10 Seja f analitica sobre e no interior de v. Prove que se z, w, v
estao no interior de v, entao

f(wu)%f(y) A %/V ((T —w>1(7 ) (7_12)2) Frydr

Exercicio 3.11 Se vé um caminho fechado orientado no sentido positivo e

se 3,
20+ 2z
g(zo):/igdz
¥ (

z— zp)

mostre que ¢ (z9) = 6zymi quando zp estd no integrior de v e g(z) = 0
quando zg esta no exterior de 7.
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Exercicio 3.12 Calcule os seguintes integrais.

1
1. /—dz, onde v (t) = cost 4 2isint,0 < ¢ < 27.
z
.

1
2. /—2 dz, onde v é igual a de a).
2

y

3. /e—dz, onde v (t) =2 +¢€",0< 6 < 2r.
z
.,

1
4. Kyzz 1alz,ondefy:{z:|z—1|:1}.

Exercicio 3.13 Seja fanalitica numa regiao A e seja v uma curva fechada
em A. Mostre que para qualquer zy € A\~y

7f, (2) dz = (2) dz.

v * TR0 v (2 — %)
Pense numa generalizacao deste resultado.

Exercicio 3.14 Utilize o principio do médulo maximo para encontrar o
maximo das seguintes fungoes.

1. |sinz| em [0, 27] x [0, 27].
2. |cos z| em [0, 27] x [0, 27].

Exercicio 3.15 Seja f analitica numa regiao A e f # 0. Seja v uma curva
simples fechada seccionalmente suave. Mostre que

/y f}((; dz = 0.




Capitulo 4

Representacao em Série de
Funcoes Analiticas

Uma alternativa a teoria das fungoes analiticas é definir uma fungao como
sendo analitica se localmente é representada por uma em série de poténcias
convergente. Neste capitulo vamos rever alguns resultados relativamente a
convergéncia de séries numeéricas, os quais vamos enunciar sem demonstacao,
pois os mesmos, pertencem as cadeiras de andlise. Os resultados mais im-
portantes deste capitulo estao contidos nas Secgoes 4.2 e 4.3. Com estes
resultados podemos desenvolver qualquer fungao em série (de Taylor ou de
Laurent!) em dominios apropriados. E de notar que os desenvolvimentos
de Laurent sao mais gerais do que os de Taylor, sendo que, se a funcao &
analitica numa determinada regiao, entao eles coincidem. Uma aplicacao di-
recta do desenvolvimento em série de Laurent é o estudo das singularidades
das fungoes. No proximo capitulo vamos estudar o teorema dos residuos o
qual faz use das séries de Lauernt.

4.1 Convergéncia de sucessoes e séries

Definigcao 4.1.1 1. Uma sucessdo de niimeros complezos, (2,),,cy, diz-se
convergente para 2y Sse

Ve >03dN :n>N = |z, — 2| <e

A convergéncia de z,, para zy nota-se por z, — 2.

83
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2. (zn) diz-se de Cauchy sse

Ve >0dN :n,m> N = |z, — 2| < e

3. Uma série infinita
(0.0]

>

k=0
diz-se convergente para Z e representa-se por

o0
ZkZZAZ

k=0
sse a sucessao das somas parciais, definidas por
n
ZZz:: E 2k
k=0

converge para Z .

Teorema 4.1.2 (Critérios de convergéncia) 1. Consideremos a série
geométrica Y .,1". Entio se 0 < |r| <1 a série converge e temos

Se |r| > 1 a série diverge.

2. Dadas as séries

Dt Db

n>0 n>0

com 0 < |ay| < |bal|, Vn, se Y, ~qbn converge, Y . a, também con-
verge. Se a série Y ., a, diverge a série ) b, também diverge.

3. Critério da razao:

(a) Se lim,
gente;

(b) Se lim,,

An41
a

n

< 1 a série Y ~,an € absolutamente conver-

an41
a

n

> 1 a série ) ,an € divergente;
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=1 nada se pode concluir.

an

(c) Se lim, . ’M

4. Critério da raiz:

(a) Selim, .o {/|a,| <1 a série ), . ,a, converge;
(b) Selim, .., /|a,| > 1 a série ano a, diverge;
(c) Selim, ., {/|a,| =1 nada se pode concluir.

Prova. Ver por exemplo [Rud76]. |
Definigao 4.1.3 Seja f, : A — C uma sucessdao de funcgoes definidas em A.

1. f, — [ pontualmente em A sse f, (z) — f(z) para cada z € A, i.e,

Ve>0VzeAdp:n>p=|fu(z)— f(2)] <e

2. fn — [ uniformemente em A sse

Ve>0dp:n>p=|f.(2)—f(2)<e Vze A

8. A série Y, o fn converge pontualmente para f (resp. uniformemente)
sse a correspondente sucessao das somas parciais converge pontual-
mente (resp. uniformemente) para f.

Teorema 4.1.4 (Critério de Cauchy) 1. f, — f uniformemente em
A sse

Ve>03dN:n>N=|f,(2) — fuip(2)] <€ Vze A, VpeN.

2. Y pso fn (2) converge uniformemente em A sse

n—+p

> k(2)

k=n-+1

Ve >0dN :n> N = <e VzeA p=1,2,...




86 Capitulo 4. Séries de funcoes analiticas

Prova. 1. (<) Por hipdtese tem-se que f, (z) é uma sucessdo de Cauchy,
como o espaco é completo f, (z) converge. Assim

lim f, () = f(2), ¥z € A.
Sejae>0,Vz€ Adp:
|frgp (2) = f(2)] < %,n: 1,2,...
Seja N tal que se n > N, entao

Fa(2) = fas ()] < 5

Entao
|fotp (2) = () = [fa(2) = faup (2) + farp (2) = [ (2)]
< |fu(2) = fasp (R)| + [frap (2) = [ (2)]
- 273

Note-se que, embora p depende z, N nao depende. Assim, provamos que
Ve>03dIN:n>N=|f,(2)— f(2)] <e VzeE A

=) 6
Ve>OEIN:nZN:>|fn(z)—f(z)|<§,Vz€A.

Comon+p>N

1o (2) = faip ()] = [fu (2) = [ (2) + [ (2) = fasp (2)]
[ (2) = F ()] + 1 (2) = fasp (2)]

—I—E
2 2
€.

VAN VAN

2. Aplicando 1. as somas parciais. [

Teorema 4.1.5 (Teste M de Weierstrass) Seja f,, uma sucessdo de fun-
coes definidas em A C C. Suponhamos que existe uma sucessao real M, > 0
tal que
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L |fa(2)] < My, ¥z € A.

2. A série Y oo M, € convergente. Entio ) . f. converge absoluta-
mente e uniformemente em A.

Prova. Como ) ., M, é convergente, Ve > 0 IN > 0 :n > N =

n-+p

foni1 M < €, p=1,2,.... Assim para n > N temos

n—+p n+p

< S Gl Y Mo<e

k=n+1 k=n+1

n+p

> f(2)

k=n+1

pelo critério de Cauchy, segue o resultado do teorema. [

Exemplo 4.1.6 Mostre que
o Zn
g(z)=>_ =
n=1 n
converge uniformemente em
A ={z: ]zl <r,0<r<1}

Resolugao Seja g, (z) = % Temos

2"
lgn (2)| = % < —< " Vz e A,.
Seja M,, = r™. Temos que
M, = r"
n>1 n>1

converge, pois 0 < r < 1. Entao pelo critério de Weierstrass
ZTL
IIACED Pkt
n>1 n>1

converge uniformemente em A,. [

Teorema 4.1.7 (de Weierstrass) Seja A C C e f,, uma sucessao de fungoes
analiticas em A.
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1. Se f, — [ uniformemente em todo o disco fechado contido em A,
entdo f € analitica em A. Tem-se ainda que f), — f' pontualmente
em A e uniformemente em todo o disco contido em A.

2. Se f(z) = Y 50 fn(2) converge uniformemente em todo o disco fe-
chado contido em A, entdo f € analitica em A e ainda ' (z) = >, -, f, (2)
pontualmente em A e uniformemente em todo o disco fechado contido
em A.

Prova. Ver por exemplo [Rud76]. |

Exemplo 4.1.8 Mostre que
z
f(z) = Z )
n=1
¢ analitica em A = {z: |z| < 1}. Escreva a série para f’(z).
Resolugao Seja f, (z) = Z—Z, fn () analitica em A.

E!
@) = Sy < = = My
Temos 1
D M=) <0
n>1 n>1

logo >, < fn (%) converge uniformemente em A. Logo a série

n>1

converge uniformemente nos discos fechados contidos em A. Assim

n>1

é analitica em A pelo teorema 4.1.7 e ainda
, nzn—l Zn—l
@)= = =2

n>1 n>1
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Proposicao 4.1.9 Seja v : [a,b] — A C C uma curva em A e seja f,
uma sucessao de fungoes continuas definidas em v ([a,b]) tal que f, — f
uniformemente em v ([a,b]). Entdo f € continua e

/an<z>dz~/7f<z>dz

Além disso se ), -, fn (2) converge uniformemente em vy, entdo
/an(z)dz—>z fn(2)dz
7 n>0 n>0 "7

Prova. f é continua, por ser o limite uniforme de fungoes continuas. Por
outro lado, f, — f unif. em v ([a,b]), logo

Ve>0dp:n>p=|fun(z)—f(2)|<e Vzeny

temos que

[yfn(z)dz—fyf(z)dz

g gl
& | fu(z)dz — | f(z)dz
g gl
|
Exemplo 4.1.10 Calcule
/Z 2"dz
Y n=-—1

onde v = {z: 2] = 1}.

Resolugao Provemos que
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¢ uniformemente convergente em . Seja B um disco fechado contido em
A = {z:|z] <1}, tal que a distancia de B a circunferéncia de raio 1 seja d.
Temos

Vz € B, |z|" < (1—=0)" = M,.

Por outro lado

> M=) (1-6)"

como 1 —d < 1 estamos na presenca de uma série geométrica convergente.
Pelo critério de Weierstrass

o

> "

n=0

¢ uniformemente convergente em qualquer disco fechado contido em A em
. (o] n Z L .
particular em v, logo >, 2" é analitica em 7. Assim

/Zz"dz:/—dz+/22"dz:/—dz—|—0:2m'.
v 2 z

Y n==1 Y n=0 Y

4.2 Séries de poténcias e teorema de Taylor

Vamos estudar um tipo especial de séries, as séries de poténcias

o0
Zan (2 — 20)", an, 20 € C.
n=0

Lema 4.2.1 (Abel-Weierstrass) Sejarg > 0 e a,, tal que |a, |y < K para
certo K, Vn. Entao para r < rg,

Z an, (z — 20)"

n>0
converge uniformemente e absolutamente no disco A, = {z: |z — zo| < }.
Prova. Dado que

Y T \"
an (2 = 20)" < lan| " = Jau| r§— < K ,
0
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entao definindo M, := K(;-)", pelo critério M de Weierstrass, e atendendo
a que
r n
YK (_) < oo
To
n>0
pois % < 1, concluimos que ano a, (z — 29)" converge absolutamente e

uniformemente em A,. [ |

Teorema 4.2.2 (Conv. Séries Poténcias) Seja

Z an (z — 20)" (4.1)

n>0

uma série de poténcias. Fxiste um unico R > 0 chamado raio de convergéncia
da série tal que se |z — zy| < R a série converge e se |z — z| > R a série
diverge. Para |z — zo| = R nada se pode concluir. Além disso a convergéncia
¢ uniforme nos discos fechados contidos no circulo de convergéncia.

Prova. Seja

R =sup rZO:Z\an\r"<oo

n>0

e rg < R. Por definicao de R

E|T’1>017’0<7’1§R

tal que
Z la,| ] < oo.
n>0

Assim, temos
Z la,| ry < oo
n>0

pelo critério de comparacao. Como |a,|r§ — 0, sdo limitados, o Lema 4.2.1

diz-nos que
n
g an (z — z)
n>0

converge absolutamente e uniformemente em A,, r < rog. Assim se z é tal que
|z — 20| < R éinterior a algum A, e visto que podemos sempre escolher rg tal
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que r < ro < R, temos a convergéncia da série em z. No anel |21 — 29| > R,
suponhamos que

Zan (21 — 20)" < o0.

n>0

Como
la, (21 — 20)"| — 0

pelo Lema 4.2.1 se R < r < |z — %/, entdo

Z an (21 — 20)"

n>0

converge absolutamente se z; € A,. Portanto

Z\anh" < 00

n>0

Mas por defini¢do de R terfamos R < R, absurdo. Logo no anel |z — zg| > R
nao hé convergéncia da série (4.1). [

Corolario 4.2.3 Uma série de poténcias € uma funcdao analitica no interior
do seu disco de convergéncia.

Prova. Combinando o Teorema 4.2.2 e o Teorema 4.1.7. [ |

Teorema 4.2.4 (Derivadas de séries poténcias) Seja

f()=) an(z—2)"

n>0

uma fungao analitica em {z : |z — 29| < R}. Entao

f(z) = Z nay (z — 2)" "

n>1

e esta série tem o mesmo raio de convergéncia R. Além disso os coeficientes
a, sao dados por
f (20)

Ay = |
n:
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Prova. 22 Parte.
fR)=a+a(z—2)+...+a,(z—20)"+...= a, = [ ()

/
f/(Z):a1—|—2a2<2_20)+---+nan<z_zo)n_l+"':>a1: f;"ZO)

FO ) =k-(k—1)-. .2 1ag+.. 4+n-(n—1D-..-(n— k) an (z — 20)" "+...

B F®) ()
= ap =
|
Proposicao 4.2.5 Considere a série de poténcias
Z an (2 — 2,)" .
n>0
1. Se lim,, |-%=—| ewistir entao R = lim,, |-%=|.
An+1 an+1
2. Se lim,, {/|a,| = p, entdo R = %, com a convengdo § =00 e = = 0.
Prova. Ver por exemplo [Rud76]. |
Exemplo 4.2.6 Determine o raio de convergéncia das seguintes séries.
LY s 2™
3. D o2
Resolucao 1. R =1 por 1. da Proposigao anterior.
2. R = lim, @' = o
3. Dado que R = lim,, n%rl = 0, a série é convergénte para |z| = 0, i.e., 86

para z = 0. |
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Teorema 4.2.7 (de Taylor) Seja f analitica em A C C. Seja zp € A e
A, ={z:|z— 2| <r} CA. Entio paraVz € A,

f(n) (ZO) n
f(Z):ZT(Z—Zo) ~
n>0
A esta série chama-se série de Taylor de f em torno de zy.

Prova. Ver por exemplo [HMS87]. [

1. Uma fungao analitica admite derivadas de todas as ordens ou equiva-
lentemente, pode ser representada por uma série de Taylor.

2. Quando zy = 0, a série de Taylor diz-se de Maclaurin.

Exemplo 4.2.8 As seguintes fungoes tém desenvolvimentos validos em C.

1.
B 2228 2"
e :1+z+§+§+...:;ﬁ.
2. 3 5 2n—1
sinz:z—z—'—i-z—'—...: (=1)"*! 22 T
3! 5l = (2n —1)
3. 22 4 »2n
coszzl—a—l—ﬂ— :;(—1) 2n)]

4. Usando o ramo principal do logaritmo no conjunto definido por {z €
C| |z] < 1}, temos

22

lo (1—1—2)—2———1—2—3— —Zﬂz”
g = 53 ..._n>l - :

5. A série geométrica tem desenvolvimento vélido em{z € C| |z| < 1}

:1+z+z2+z3+...:Zz". (4.2)

n>0

1—=z
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Exemplo 4.2.9 Calcule a série de Taylor em torno de z, = 0 da funcao

1

f(Z):m

e calcule o respectivo raio de convergéncia.

Resolugao Temos
1 1 1

A4 -2 A1 _ =22

Seja w = —%, entdo em {w € C| |w| < 1} temos
1 1 Ie
FEria DL
n>0

vélido em |w| < 1, por (4.2). Assim em| — 24—2| < 1 temos

n>0
ou seja no conjunto {z € C| |z| < 2} temos
(_1)” Z2n
fE=)
n>0

Observagao 4.2.10 Note que {z € C| |z| < 2} é o maior disco em torno de
0 onde f ¢ analitica, visto que 427 sao singulardades de f.
|

Exemplo 4.2.11 Calcule os primeiros termos do desenvolvimento em série
de Taylor da fungao

f(z) =secz =
oS z

em torno de z, = 0, calculando o raio de convergeéncia.

Resolugao Suponhamos que

1

COS 2

2
=G, t+a1z+az”+ ...
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(:)lzcosz(ao+a1z+agz2—l—...)

L= (1 22 Z4 )
1= —54—5— (CLO+CL12+CL22 —|—)

<:>1:a0+a1z+<a2—%)z2+(ag—%)z3+<a4—%+%)z4+...

2! 2 4!
@aoz1/\a1:0/\a2:1/\a3:0/\a4:3/\...
2 24
Assim ) . .
oS 2 :1+§Z2+ﬁ24+“'
Uma vez que Colsz nao ¢ analitica em z = +7, o raio de convergencia ¢ 7, e

é o maior raio de convergéncia em torno de zero onde f é analitica. |

Exemplo 4.2.12 (Aplic. as eq. diferenciais) Encontre uma funcao f (z2)
tal que f(0)=0ce
f(x)=3f(x)+2, Vx € R. (4.3)

Resolugao Suponhamos que existe uma solugao f que é a restrigao ao eixo
real de uma funcao analitica em C.

f(z)= Zanz" = f(z) = Znanz"_l

n>0 n>1

Assim (4.3) resulta no seguinte:

Z na,z" =3 Z an 2" + 2

n>1 n>0

@Zanﬂ (n+1)z":3ao+2+32anz"

n>0 n>1
& (Bag+2—a1) + > [~ (n+ 1) ane1 +3a,] 2" =0
n>1

por f(0) =0 tem-se que a, = 0e 3a,+2—a; =0« a; = 2. Paran > 1
temos

3a,
— 1)a, 3a, =0& a,.1 =
(n+1) apt1 + 3a i1 = 7y
Isto é,
3aq 33a1 3n_10,1 23"
g = ——, 3 = ——,...,0p = = _——.
P BT gy nl 3nl
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Assim

4.3 Séries de Laurent e Classificacao de Sin-
gularidades

A série de Taylor permite-nos escrever uma série convergente em torno de
um ponto z, para uma funcao, sempre que essa funcao seja analitica numa
vizinhanga de z,. Assim se f(z) é uma fungdo nao analitica em z, nao se
aplica a série de Taylor. Por exemplo, a funcao

em torno de z, = 0, pois f nao é analitica em z, = 0. Para ultrapassar este
problema introduziremos um novo desenvolvimento em série.

Teorema 4.3.1 (Desenvolvimento de Laurent) consideremos o conjunto
A={z:r <|z—z2| <ry} comry >0,r1 <ry. f:A— C analitica em A.
Entdao podemos escrever

o (o] b
n n
Z) = an (2 — 29) + —
f() Z ”( 0) Z(Z—Zo)n
n=0 n=1
(desenvolvimento de f em série de Laurent) em que as séries convergem
absolutamente em A e uniformemente em A, ,, = {z:p1 < |z — 2| < po}
com ry < p; < pg < 19, (ver Fig. 4.1). Se vy é uma circunferéncia de centro
zo € rato r tal que r1 < 1 < Ty, entao o0s coeficientes das séries sao dados por

1 f(7)

= — dr, n>0
271 v (7‘ — zo)n+1

1
2T

bn, [/f (1) (1 — z)" "dr, n> 1.

Este desenvolvimento quando possivel € inico.
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Figura 4.1: Série de Laurent, com z5 = 0.

Prova. Seja z € A,,,,. Pela férmula integral de Cauchy (ver pag. 70) temos
1) g L[ 10,
s

1
f(z)=— / ———dT :
(=) 2mi [, (T — 20) 2mi )., (T — 20)
usando o teorema da deformacao com 7; e v, como na Fig. 4.2.

1. Para z no interior de 5 temos:

1 1
T—2 T—20— (2 — 2)
1 1
T—201— —j:jg
1 z— 2y (2 — z)°
= 3+ ...
T—2 (T —2) (T — 20
visto que |£=22| < 1, converge uniformemente em 7 sobre 7, porque a
funcao
1

T — 20
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Figura 4.2: Construcao das curvas y; e 7.

é analitica. Assim a igualdade

fr) _ f)  f()(z=2)  f)(z—2)
T—2 T—zo+ (7—20)2 * (T—z0)3 o

pode ser integrada termo a termo, visto que a convergéncia é uniforme,
ie.,

Ry TR Y I LN T

n>0

= Zan (z—2)"

n>0

assim a série converge para z no interior de 7., logo converge unifor-

memente nos discos contidos em ~, em particular em A, ,,.
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2. Para z no exterior de v; temos:

I 1
T—2z  T—2z—(2— %)
1
B z—2l—-1=22
1 T —2 T — 2)
= + LI ) HT

=2 (z2—2) (2—2)

visto que ;:—jg < 1, converge uniformemente com respeito a 7 sobre
1. Assim
1 1 _ 1
— f(T)dT = Z<—./f(7')(7'—z)nld7'>7n
2mi ., T — 2 = 2mi /., (z — 20)
- Sy
o (Z _ ZO)TL .

Esta série converge para z no exterior de 7,. Prova-se que a con-
vergéncia é uniforme no exterior de ; usando o lema de Abel-Weierstrass.
Assim de 1. e 2. concluimos que a convergéncia é uniforme em A, ,,.
Portanto provamos a existéncia da série de Laurent. Para provar a
unicidade, suponhamos que temos o desenvolvimento

o

f(z):Zan(z—zo)nﬂLZ(Z_binzO)n

a qual converge em A e converge uniformemente nos anéis interiores a
A. Assim

% = an(z—z2)"" ) W

(z — n>0 n>1

as quais convergem uniformemente sobre v €int(A). Integrando, termo
a termo e tendo em conta

m S, ) 2m se m=-—1
[Y(Z_ZO) dz_{ 0 se m#-—1
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temos

= Zan/z—z nkldz+zb/ )n+k+l

n>0 n>1
_ k>0: 2mia, com aj = ﬁ ' T ];(O'Z))Hldz
k<-—1: 2mib_; com b_; = ﬁ = fz(z)kﬂdz
& /f )(z—20)" "dz, n> 1,
2m

isto é, os coeficientes sao unicos, logo o teorema esta provado.

Exemplo 4.3.2 Desenvolva em série de Laurent a fungao

em torno da origem, indicando a regiao de validade desse desenvolvimento.

Resolugao f (z) = & 6 analitica em C\ {0}. Tem-se

VélidoemA {z€eC:0< |z| <oo}. Onde by = 1,b; =1,b, =0se k>3

e a, = (n+2), para n > 0. |

Exemplo 4.3.3 Encontre o desenvolvimento de Laurent da funcao

z

f& =2

em torno de 7, dizendo em que regiao é vélido.
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A
Y.

Figura 4.3: Regiao de convergéncia de z%z

Resolugao Temos
z 1 1 1 1
3 == -+ = -
z2+1 2z—1 2z+1

Como

1
s+i 2+ (2—d) 201+ (5

sendo a ultima igualdade verdadeira desde que \%| < 1. Assim o desenvol-
vimento de Laurent é

Z _
241 =z

| =

‘n—lo—n—2 S\ 7
2 —
Y i (2 =1)

n>0

vélido em A ={z:0 < |z —i| < 2} (ver Fig. 4.3). Neste caso temos

1
by = b,=0,k>2 a,=i""2"2% n>0.

57
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Definicao 4.3.4 Se f ¢ analitica em A = {z € C\{20}: 0 < |z — 20| < r},
i.e., analitica numa vizinhanga privada de zy, entao zg diz-se uma singulari-
dade isolada de f e temos o sequinte desenvolvimento em série de Laurent,
valido em A

by, by

+ap+ a1 (z—2) +as(z—2)" + ...

1. zy diz-se um polo de [ se todos os coeficientes b, da série de Laurent
forem nulos excepto num niumero finito.

2. Se k é o maior inteiro tal que by, # 0, zy diz-se um polo de ordem k
(finito). Se k =1 diz-se que se tem um pdlo simples. by € o residuo de
f em zy, representa-se por Res(f (z), zo).

3. zy diz-se uma singularidade essencial de f, se by # 0, para uma infini-

dade de by, ’s.
4. zo diz-se uma singularidade removivel (ou evitdvel) se b, = 0, Vk

Observacao 4.3.5 1. Se zy é um polo de ordem k de f, entao

by, b 2
f(z):m+...+z_zo—l—ao+a1(z—zo)+a2(z—zo) +...
e o temo (Z_b—’;o)k oot Zﬁlzo cham-se parte principal de f em z.

1. Se zp é uma singularidade removivel de f, entao
f(2) =) an(z—z)"
n>0

se definirmos f (z9) = a, a fungao f torna-se analitica em zy. Assim 2
¢ uma singularidade removivel sse podemos estender f a z; de modo a
obter uma funcao analitica em z;.

Exemplo 4.3.6 Verifique que a funcao

_ez—l

f(z) =

tem uma singularidade removivel na origem e defina f na origem de forma a
ser analitica.

z
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Resolucgao Temos

Pelo que

Assim, se z # 0, Zn>1 — - converge para f (z) e para z = 0 temos f (0) = 1.

Entao definindo
se z#0

i1
f(z):{ i se z=0

f torna-se analitica em C, neste caso obtemos o seguinte valor para f’(0):

f/(o)zii%w:?%?:%

a préxima proposi¢ao permite-nos calcular integrais conhecendo os residuos
da funcao. [ |

Proposicao 4.3.7 Seja f analitica em A com singularidade isolada em zy e
residuo by. Se v é uma circunferéncia centrada em zy cujo interior, excepto
z9, estd em A, entdo

/f (z) dz = 2mib;.
N

Prova. No desenvolvimento em série de Laurent, temos

2m/f (z — z)" "dz,¥n > 1.

Assim,

/f dZ(:)/f ) dz = 2miby.
27Tz

Exemplo 4.3.8 Calcule

/e%dz
N

onde vy ={z:|z| =1}.
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Resolugdo A funcio e: pode ser desenvolvida em {z € C| 0 < |z| < oo}

como
1 1 1 1

(&

Logo b = 1, e pela proposicao anterior temos

/e%dz = 2mi.
¥

Proposigao 4.3.9 Seja f uma func¢ao analitica em A com uma singulari-
dade isolada em zg.

1. zy € uma singularidade removivel sse verifica qualquer das condigoes
equivalentes.

(a) f € limitada numa vizinhanga privada de 2.
(b) lim,_.., f (2) ewiste.
(c) lim,_., (z — z) f (2) = 0.

2. zy € um polo simples sse existe lim,_,,, (2 — zo) f (2) =Res(f, z0) = by #
0.

3. 29 € um polo de ordem menor ou igual a k (ou possivelmente uma
singularidade removivel) sse se wverifica qualquer uma das condigoes
equivalentes.

(a) IM > 0,k > 1:|f(2) < ﬁ, Vz € VI (z) (viz. privada de
20)-

(b) lim,_., (z— z)""" f(2) = 0.

(¢) lim,_.. (z—z)" f(2) existe.

4. 2o € um polo de ordem k > 1 sse d¢ funcao analitica numa vizinhanga
de z0 V\ {20} C A, tal que ¢ (z0) =br #0 e

¢ (2)

G Z)k,zev,z%zo.
— 2

f(z) =
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Prova. 1. Como z; é uma singularidade removivel, entao podemos repre-

sentar f (z) por
= Z an (z—2)"

n>0
vélido em V7 (zp). A série representa uma funcao analitica em V. (2g). Assim

A<D an] e < o0

n>0

logo f ¢é limitada em V, (zp). Portanto a condicao 1.(a) estd verificada. Temos
que
lim f(z2) =
z—20
o que implica 1.(b).Verifica-se ainda que
lim (z — z0) f(2) = lim (2 — 2) lim f(2) =0

z2—20 z—20 z2—20

o que prova 1.(c).
Mostremos que 1.(c) implica que z; é uma singularidade removivel, i.e.,
devemos provar que cada b, da série de Laurent é zero.

27m/ f(7) (1 — 2) dr

onde 7y é tal que f é analitica sobre v e [inty ([a, b])] \ {20} C A. Seja e >0
fixo. Por 1.(c) podemos escolher 0 < r < 1 tal que sobre 7,

€ €
< = —.
POl < ==
Entao
1 k-1
byl < —/ £ @I = 2ol Jdr]
1
< = Epkt |dT|
2rr -
= ert!
< €
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Como € é arbitrario, vem que by = 0, V& > 1, isto prova que 2z, é uma
singularidade removivel.

3. Basta aplicar 1. & funcdo (z — z0)" f (2) que tem uma singularidade re-
movivel. Como

lim (z — 20)" f (2)

Z—20

existe, temos 3.(c). Mas por 1. 3¢ > 0 :

f (2)] < ———, ¥z € V! ()

|z — 20|

pelo que 3.(a) estda provado com M = e. Tem-se

lim (2 — )" f(2) = lim (2 — 2) lim |(z — 20)" f (z)] =0

z—20 z—20 2—20
logo 3.(b) também se verifica. Provemos que
b =0, Ym > k

Como lim,_.., (z — 2)"™" f(2) = 0, entdo Ve > 0 Ir: 0 < r < 1:

€

If(2)] < PR

|7'—ZQ|

Assim

1
e e ML LT

< %m’r / |d’7'|

= €.

Assim |by| < € = b, =0, Ym > k.
2. E um caso particular de 3. com k = 1. Alternativamente temos.
(=) Se zp é um polo simples, entao

ff(z) = —I-Zanz—zo

S

R +h(z), VzeV(x), b #0

Z— 20
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onde h é uma funcao analitica em zy, logo

lim (z —29) f(2) = lim [by + (2 — 20) h (2)] = by # 0.

z—20 z2—20

(<) Suponhamos que
lim (z — z0) f (2)

z—20

existe, entao

lim (2 — 2)° f(2) =0

z2—20

e por 3. f(z) é da forma

bl n
f(z) = p—— +n§an(z—zo)
CcCOomo
(2= 20) f(2) =bi+ Y an(z—2)""
n>0
tem-se que

lim (z —z) f(2) =by #0

zZ—20
logo f tem um polo simples em z.

4. (=) Por defini¢do zy é um polo de ordem k£ > 1 sse f admite um desen-
volvimento de Laurent, numa vizinhanga V' (2), da forma:

f(2)
by, br—1 2! n
= + +...+ + ap (2 — 2
(Z _ Zo)k (Z . ZO)k—l 2 — 2 ; ( 0)
1 - n
= — bk—l—bk_l(z—ZQ)—I—...—I—bl(Z—ZQ)k1+Z&n(2—20) T
(Z — Z()) n>0
1
= 7(2 — Zo)kgb (2).
Assim, f(2) = %, onde ¢ (z) é analitica em V' (2), visto ser uma série

de poténcias convergente em VI (2p). ¢ (20) = b # 0.
(<) Inversamente podemos de forma analoga em sentido contrario mostrando
que 2o é um polo de ordem k > 1. [ |
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Exemplo 4.3.10 Determine a ordem dos polos das seguintes fungoes:

2. f(2) =25
3. f(z) = 52

Resolucao 1. Temos

f(z) = i<z+i+z—3+...)

logo 2y = 0 é um polo simples.

2. lim, ., (2 —1) f(2) = 2 # 0 logo por 2. da proposi¢ao anterior z = 1 é
um polo simples.

3. Como cos z é analitica em C, podemos fazer ¢ (z) = cos z, entao

como ¢ (0) =1 # 0. entdao por 4. da proposi¢ao anterior f tem um polo de
ordem 2 em zy = 0. |

Definicao 4.3.11 Seja f analitica em A e zg € A. Diz-se que f tem um
zero de ordem k em zy sse

f(Zo):f/(zo):---:f(k_l)(zo):Oef(k)(zo)%o-
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Se f tem um zero de ordem k em zy, atendendo ao desenvolvimento de
Taylor em torno de zy temos

(n) 20 n
e = R

n>0
() (2
- ey
n>k ’

_ f(n+k) (ZO) n+k
= RCESSR (z — 20)

n>0

(nth) <0 n
= (z—zo)szi()(z—zo)

= (n+k)!
= (z—2)"g(2),

onde g (z) é analitica em zy e g (29) = 1Bz0) ) o) £ ). Logo

1
|6

f(2) (2= 2)"

como ﬁ = f(k)—zo # 0, por 4. da proposi¢ao anterior a fungao f(

um polo de ordem k. Temos, pois o seguinte teorema que acabamos de
demonstrar.

y tem

Teorema 4.3.12 Seja f analz/tica numa vizinhanga de z,, entao f tem um
zero de ordem k em z, sse f( ) tem um polo de ordem k em z,.
Se h(z) € uma funcao analitica numa vizinhanga de z, e h (2,) # 0, entao

?E ; tem um polo de ordem k em z, sse f tem um zero de ordem k em z,.

Exemplo 4.3.13 Mostre que se f e g sao analiticas em zy e g tem um zero

de ordem n e f um zero de ordem k com k > n, entao % tem um polo de

ordem k — n.

Resolugao Pelas hipoteses temos
f(2)=(z—2)"F(2) com F(z) #0

g(2)=(2—2)"G(2) com G(z) #0.
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() r=e-r-t2

A primeira derivada de g que nao se anula é a de ordem k — n, e nesse caso

Assim

tem-se (bn)
f ) - F (%)
= 20) = (k —n)! # 0.
(D) = w-mg
Portanto £ tem um zero de ordem k — n. Entao pelo teorema anterior % tem

um polo de ordem k — n. [

Exemplo 4.3.14 Desenvolver em série de Laurent a fungao

1
1@ = o=y

nas seguintes regioes.
1. 0< 2| < 1.
2. 1< |z <2.

Resolucgao 1.

1
z2(z=1)(2—-2)

IS I I T

Por um lado temos

n>0

no conjunto {z € C| |z| < 1}. Por outro lado temos

R B rapey
22—z 1- :(_Z);G)

z
2
no conjunto {z € C| |§| < 1}. Assim, da combinagao destas duas séries

temos que
L >
=2 1— n
2(z—=1)(2—2) Z+Z< )Z

n>0

1
2n+2
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a qual é valida na interseccao dos dominios

{zeC| |z|<1}m{ze@||§|<1}:{ze<(:| 2] < 1}.

2.
! eI
2(z—=1)(z—2) ;+z—1+z—2
1 1
= 1_1 — =
_ 2.1 2
B z+z1—%+2—z’

Vamos analisar cada caso em particular e depois juntamos tudo. Assim,

temos . . . ~
2tn ()
zl—; ano z

no dominio {z € C| |z| > 1}. A outra parcela pode ser desenvolvida como

_1 _1 n
2_4_12

2—z 1-3 A&

com dominio {z € C| |z| < 2}. Portanto combinando estes dois desenvolvi-
mentos, obtemos

1 1 5 P
Z(Z_l)(Z_Q)__ZZn—H_;_ZQn—i—Z

n>1 n>0

vélido no anel {z € C| 1 < |2]| < 2}.
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Exercicios

Exercicio 4.1 Mostre que )_ ., - é analitica em A = {z : 2] > 1}.

Exercicio 4.2 Mostre que a fungao

1
Z nlzn

n>1

¢ analitica em C\ {0}. Calcule o seu integral ao longo da circunferéncia
unitdria.

P s . 2z . . .
Exercicio 4.3 Prove que a série ) -, 7755 converge no interior do circulo
unitdrio e representa uma func¢ao analitica nessa regiao.

Exercicio 4.4 Se f, — f uniformemente em A e se f, sao analiticas em A,
serd que f/ — f’ uniformemente em A? (Sugestao: utilize o exemplo 4.9).

, . s . A . n .
Exercicio 4.5 Pode a série de poténcias ), . a, (2 —2)" convergir em 2 =
0 e divergir em z = 37

(z=D"

n>0 |z| < o0.

Exercicio 4.6 Prove que ¢* =¢ )|

Exercicio 4.7 Mostre que

L. z%zznzo(rH’l)(ZﬂLl)n, |2+ 1] < 1.
2. L=1% o (=D)"(n+1)(5Z3)", |: -2 <2

Exercicio 4.8 Desenvolva cos z em série de Taylor! em torno do ponto z =
T

5"

Brook TAYLOR (1685-1731), matemético inglés que deu a conhecer em 1715 os de-
senvolvimentos em série de fungdes (mas sem se preocupar com questoes de convergencia,
como era propdsito desse tempo) e também com trabalhos sobre aplicagoes da matemética
a fisica e mecanica.
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Exercicio 4.9 Qual é o maior circulo onde a série de MacLaurin? da funcao
tgz converge para tgz para todo o z no seu interior. Escreva os primeiros
termos nao nulos dessa série.

Exercicio 4.10 Qual é o raio de convergéncia do desenvolvimento em série
de Taylor da funcao

em torno de z = ¢7
, o . . . 1 _ n
Exercicio 4.11 Considere o seguinte desenvolvimento ;—— = > -, cn 2"

1. Mostre que os coeficientes ¢,, sao dados por

n+1

n+1
1 (1+V5 (1-45
V5 2 2

Cn =

2. Mostre que os coeficientes ¢, (nimeros de Fibonacci) verificam a relagao
Cp = Cp_1+ Cn—2, N Z 2.

3. Qual é o raio de convergéncia da série? Justifique.

Exercicio 4.12 Com a ajuda das séries demonstrar que se ¢ for uma cons-

tante complexa e .
f(Z) = { eczz_l s z % 0

c se z=0

entao f é inteira.

Exercicio 4.13 Suponha que f é analitica em zy e que f (29) = 0. Utilize
séries para provar que

)

im

z—20 2 — 2

= [ (%)

2Colin MACLAURIN (1698-1746), matemético escocés que foi discipulo de Newton e
professor em Edimburgo, com trabalhos de geometria e fisica matemdtica, publicou em
1742 um Tratado de fluxGes em que aparece a férmula do desenvolvimento em série de
uma fungao hoje conhecida pelo seu nome.
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Exercicio 4.14 Encontre uma funcao f tal que

1. f(0)=1e f' (z)=af (z),Vz € R.
2. f(0)=1e f'(x)=x+2f(x),Vz eR.

Exercicio 4.15 Calcule a série de poténcias que resolve a equacao funcional
f(2) = z+ f(2%) e mostre que é a unica série que resolve a equacao com

£(0)=0.

Exercicio 4.16 Prove. usando séries de Taylor, a seguinte versao da regra
de L'Hospital®. Seja f (z) e g (z) analiticas, ambas tendo zeros de ordem k

em zy. Entao g 8 tem uma singularidade removivel em z; e

i ) 1 ()
=z g(z) g® (z)

Exercicio 4.17 Classifique as singularidades das seguintes fun¢oes nos pon-
tos indicados.

1. f()_cos(z 1) Z()—O

2. f(2)=FH,20=1

3. g(2) = f(z))k se f tem um zero el zy de ordem k.

(z—20

Exercicio 4.18 Considere o seguinte desenvolvimento em série de Laurent
no anel 0 < |z| < 1,

ro=2L 5

n=—oo

Calcule a expressao para o termo geral dos coeficientes ¢,, n € Z.

3Guilhaume Francois Antoine, Marqués de L’Hospital (1661-1704), matemadtico francés
que se tornou conhecido pela divulgacdo que deu ao célculo diferencial (foi ele que publicou,
em 1696, o primeiro livro de texto de cdlculo que se conhece, com as ligoes de seu mestre
Jhon Bernoulli - a quem se deve a regra hoje conhecida pelo nome de L’Hospital).
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Exercicio 4.19 Mostre, com recurso a série de Laurent, que z = 0 é um
polo de ordem dois de

arctg (2?)
fle)=—7r—
Calcule [, f(z)dz (Sugestao: arctg (%) =P(2)).
|2]=1 T+2
Exercicio 4.20 Considere a fungao f (z) = Cosz(i;)l —7 com o seguinte desen-

volvimento em torno de z =0

f(z)= Zanz".

n>0
1. Calcule a,, a; e as.
2. Identifique as singularidades de f e classifique-as.

3. Qual é o raio de convergéncia da série? Justifique.



Capitulo 5

Calculo de Residuos

O teorema dos residuos é uma “instrumento” muito 1til no que concerne ao
calculo de integrais. Na Seccao 5.4 vamos aplicar o teorema dos residuos ao
estudo de integrais improprios. Outras aplicagoes deste teorema sao dadas na
Seccao 5.5 na soma de séries. Finalmente na primeira seccao damos algumas
técnicas para o calculo de residuos.

5.1 Técnicas para o calculo de residuos

Se f tem uma singularidade isolada em zg, entao o desenvolvimento de Lau-
rent em torno de zy é dado por

by, by
A e P LA
onde by € o residuo de f em zg, representado por
bl = Res (f, Zo) .

Proposigcao 5.1.1 Se f e g sao funcoes analiticas e tém zeros em zy da

mesma ordem, entdo h(z) = % tem uma singularidade removivel em 2.

Prova. A fungoes f, g podem ser escritas como

FR)=(=20)"F(2), g(z)=(-2)"G()
com F'(zy) # 0, G(z9) # 0 e ambas as fungbes F,G sao analitica em z.
Assim a funcao h dada por
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¢é analitica em z. [ |

Exemplo 5.1.2 A funcao

22

fz) = sin? 2

tem uma singularidade removivel na origem.

Resolugao Visto que 22 e sin?z tém zeros de ordem 2, pela proposicao

anterior f(z) tem uma singularidade removivel na origem. |

Proposicao 5.1.3 Sejam f e g analiticas em zy e f(20) # 0, g(20) =0, e
9" (20) # 0. Entdo

_f(®)
he) = 9(2)
tem um polo simples em zy e
Res (h, zg) = f (z)

"(20)

Q

Prova. Sabemos que

220 Z— 20 220 & — 20

logo

Assim, temos

zh—>rrzlo (2= %) g(2) - g (20)

sendo este o residuo de % em zg.
Alternativamente podemos resolver do seguinte modo. A funcao g pode

ser representada como
9(2) = (2= 2)G(2)
com G (zp) # 0 sendo G analitica em z5. Consideremos a funcao h definida

por :
hz) = z—zoé((zz))'
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Dado que é ¢ uma funcao analitica em zy, entao esta pode ser desenvolvida
em série de Taylor em torno de z; como

fz) _ n
G0 —;an(z—zo) :

Assim o desenvolvimento de Laurent em torno de zy de h é dado por

h(z)= a0 +Zan(2—zo)n_1.

S U]

Por definicao o residuo de h em z, é dado por

Res (h, 29) = li — 29) h(z) = lim = :
es( ZO) zl—>I£10 (Z 0) ( ) 2—20 G(Z) G(ZO)

Como G (z9) = ¢’ (20), pois ¢’ (2) = G (2) + (2 — 20) G’ (2), entdo

f (Zo
9 (20)

~—

Res (h, zg) =

Exemplo 5.1.4 Calcular o residuo da fungao

Resolugao Com0 e 2|

entao

.o =1 # 0 ez tem um zero de primeira ordem,

Res (f,0) =

Proposicao 5.1.5 Seja f uma funcao com singularidade isolada em zy e k
o menor inteiro maior que zero tal que

lim (z — 20)" f (2)

z2—20

existe. Entao f(z) tem um polo de ordem k em zy e se

¢(2) = (z—2)" f(2),
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entio ¢ (z) pode ser definida de forma tnica em zy de modo que ¢ seja
analitica em zy. Temos ainda que

¢(k—1) (ZO)

Res (f, z0) = EE

Prova. Dado que lim,_.., (z — 2)" f (2) existe, entdo ¢ (z) tem uma singu-
laridade removivel em z;. Assim

6 (2) = (2 —20)" f (2) = bpAbr_1 (2 — 20)+- - by (2 — 20)" ' +ag (2 — 20) "+ - -

(5.1)
Portanto f tem o seguinte desenvolvimento
Fe) = — +ag +ar (2 — 20) +
)= —— oo a a z — Z P
(o= zo)k P 0t 0

com by, # 0, porque k é o menor inteiro tal que lim,_,, (z — zo)k f (2) existe.
Logo f tem um polo de ordem k. Atendendo a (5.1) temos que

(k=1)
¢(k—1) (ZO) = (]{3 - 1)'()1 =4 bl = %ﬁzﬁ)
Assim, -
¢ (20)
Res (f, 20) = Tl)?

Exemplo 5.1.6 Calcule o residuo das seguintes fungoes.

1. f(z)zﬁz(zmemzozl.

sin z
CoSs z

2. tanz = nos zeros do cos z.

3. f(z):(zzjﬁl)zemzo:i.

Resolugao 1. z =1 é um polo de ordem 3

22

)= om ¢ (2) =
f&) = omel

22

(z4+1)

~—
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Entao Res(f,1) = @ =1 |
2. cosz =04 2 = (2k+1)%, k € Z (pblos simples). Como sin z, # 0,
entao

sin z

Res (tan z, ;) = ; = —1.

(cos2)'|._.,

3. Consideremos a seguinte expressao equivalente:
22—1
22 —1 22 —1 TS

(2+1)° (2= (449> (z—i)

Fazendo ¢ (z) = (212)12 temos ¢(i) # 0, peloq que z = ¢ é um polo de ordem

2. Assim,

Res (f,1) = ¢/ (2) = = 0.

Proposicao 5.1.7 Sejam f, g analiticas em zy e seja f(z0) # 0, g(z0) =0,
g (20) =0 e g"(20) # 0. Entao h(z) = gg) tem um polo de sequnda ordem
com residuo

f'(20) 2[(20) 9" (20)

9" (%) 3 [¢"(2)])

Prova. A funcdo h(z) tem um polo de segunda ordem em zy pelo Exem-
plo 4.3.13, logo pode ser escrita como

—

Res (h, zp) = 2

z G ! aop +ay (2 — 20) +ag (2 — 2)° + - --
h()_g(z)_(z—z0)2+z—zo+ o+ ai( 0) + az ( 0)" +

Mas f (z) pode ser escrita como

F) = Flo0)+ £ ) (2= 20) + T (2 = ) 4
9(2) = g//g(lz0> (z— 20)* + gmg(!zo) (z—20)" + -
Assim

D T
— <0
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Ou ainda podemos ter a seguinte representacao para f(z)

by by

z—2)  Z— 2

f(Z)Zg(Z)((

+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+---).

Substituindo g(z) pelo seu desenvolvimento em série de Taylor em na igual-
dade anterior vem

f(z) _ (g//2(!zo) (z _ 20)2 n g///g(!zo) (z _ 20)3 1. )

b b
(( 2 2+ 1 +a0+a1(z—20)+"')

z—2)" Z—%
o bag"” (Zo) bag" (Zo) brg" (Zo)
S Rl T R A U

Portanto

b2 ! z , b2 " 2 bl 17i P
Fag) = BEL gy 2 R0 D)

Atendendo a que o residuo b; é dado por

= (710 - 25 5

entao substituindo f'(zy) obtemos

_ o J (20)  2[(20) 9" (20)
") 3 P

Exemplo 5.1.8 Calcule o residuo da funcao na origem

eZ

f(z) =

sin® 2’
Resolucao Seja h(z) = €* e g(z) = sin?z. Temos g(0) = ¢ (0) = 0,
g"(0) # 0 e h(0) # 0; ou seja zp = 0 é um polo de segunda ordem de f.
Entao pelo teorema anterior temos
2x1 21x0
_Z ~ 1.
2 3 22

Res (f,0) =
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Figura 5.1: Prova intuitiva do teorema dos residuos.

5.2 O teorema dos residuos

Teorema 5.2.1 (dos residuos) Seja v uma curva simples fechada, orien-
tada no sentido positivo e f (z) uma fun¢do analitica em ~y e no interior de
v excepto num numero finito de pontos singulares, z1, za,- - - , 2, contidos no
interior de y. Entao

/f(z)dz = QWiiRes(f,zk).
v k=1

Prova. Sejam v;, 1 < ¢ < n circunferéncias centradas em z; cujos raios
sao suficientemente pequenos de forma que ; Ny; = () sempre que i # j e
v N~y =10 parai=1,--- n, (ver Figura 5.1). Pelo teorema da deformagao
(generalizado) temos

/f(z)dz:z f(z2)dz

e pela Proposigao 4.3.7 temos

/f (2)dz = Z 2miRes (f, zx) .
v k=1
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Figura 5.2: Contorno usado no calculo de fﬁ/ forl.

Exemplo 5.2.2 Calcule o seguinte integral

/ dz
Vz4+1

onde ~ é a semi-circunferéncia superior centrada na origem e raio 2 mais a
por¢ao do eixo real entre -2 e 2, (ver Figura 5.2).

Resolugao Temos z* +1 =0 < 2 = exp(Zi), 20 = exp(2Li), z3 = exp(2i),
24 = exp( ). |
Assim, pelo teorema dos residuos temos

dz dz s dz 3r
[y2’4+1 m [Res <Z4+1,exp(4z)) + Res <Z4+1,exp<4 z))}

Como f (z) = - tem polos simples nos zeros do denominador, entdo

2441
R 1 (ﬁ) 1 1{ V2 V2
€S e — = — - — [ S
A1 0P\ 93|z A\ 22

R 1 37 1
eS ex —1 = —
A+1 7P\ 123

z:exp( 37” z)
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/ GRS e B
L2+l 2 V2

Exemplo 5.2.3 Calcule o valor do integral

/ bz — 2 "
L 2(z—1)

onde 7 é a circunferéncia |z| = 2 percorrida no sentido positivo.

Logo

Resolucao Os pontos singulares de Z?i:f) sao z = 0 e z = 1. Tendo em
conta que
52 - 2 . (522__12)
z(z—1) =z’
temos
-2 -2
Res 527,0 = o2 = 2.
z(z—1) (z=1)].—
Também
z(z—1)  (z2—1)
pelo que
-2 -2
Res L,l = ik =3
z(z—1) z |
Assim

-2
/7& dz = 2mi (24 3) = 10mi.
L 2(z—1)

Exemplo 5.2.4 Calcule o integral

1
/idz
- 1 —cosz

onde 7 é a circunferéncia |z| = 7.
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Resolugao Os pontos singulares de f(z) = % sao 0s pontos z:

1l—coszr=0&cosz, =14 2, =2km, k€.

As tnicas singularidades que se encontram no interior de v sao z = 0 e
z = 427, Como 1—cos z tem um zero de segunda ordem em z =0 e z = £27
e 1+ 2z nao se anula nestas singularidades, entao pela Proposicao 5.1.7 temos

1+2) 2 (1 1-— "2 21
Res(f,O):2Lz>,, _ 2+ C(j,si) ————0:2.
(1—COSZ) =0 3 [(l—cosz)} z:Ol 31
Assim,
2 2(1+2
R,eS(f,Qﬂ'):I—g( +17T) 0:2
e
2 2(1—-27m)-0
Res(f,—QW):I—g( 17T) = 2.
Consequentemente
/f(z)dz:27rz'(2+2+2):127ri.
.
|

5.3 Suplemento ao teorema dos residuos

5.3.1 Ponto no infinito

Consideremos a transformacao

(R
w:f(z):;@ped’:;e f

Os pontos z exteriores ao circulo r = R sao transformados nos pontos w
interiores ao circulo p = %, com a excepc¢ao do ponto w = 0 que nao é imagem
de nenhum ponto do plano-z. Para R suficientemente grande, as imagens
caiem numa vizinhanca tao pequena quanto se queira do ponto w = 0.

Assim, com o intuito de introduzir o conceito de ponto no infinito, z = oo,
falamos na pré-imagem do ponto w = 0 pela transformacao w = %, ou seja,

o ponto w = 0 é a imagem do ponto z = oo pela transformacao f.

Concluimos que, o comportamento de uma funcao em z = oo, reduz-se

ao comportamento da funcdo em 2z’ =0 com z = %
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Figura 5.3: Esfera de Riemann

Exemplo 5.3.1 Mostre que a fungao

aplica z = oo em w = 4.
Resolugao Seja z = %, entao

4
(# —1)°

temos que, para 2’ = 0, w = 4. Também podemos dizer que w = oo quando

2z =1, pois, sendo w = <, tem-se
w

2
/_(1_2)
v 422

e para z = 1 vem w' = 0. [ |

O conjunto C U {oc} é designado por plano complexo expandido e re-
presenta-se por C. Geometricamente ver Figura 5.3. A cada ponto z € C,
podemos fazer corresponder um ponto sobre S (esféra de Riemann), por meio
da projeccao estereografica. O 1tnico ponto que "fica de fora” é o ”polo norte”
(PN) ao qual associamos o ponto co do plano complexo expandido, C.
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5.3.2 Residuos e comportamento no infinito

Seja f uma funcao analitica numa vizinhanca privada de oo, no sentido da

esfera de Riemann. Podemos pensar que oo é uma singularidade isolada de

f ou até removivel. Seja F'(z) = f(%) € pomos % = oo se z = 0 ou, equiva-

lentemente, % — 00 quando z — 0. Assim estudamos o comportamento de
f em oo em termos do comportamento de F' em zero.

Definicao 5.3.2 1. Dizemos que f tem um polo de ordem k no oo se F
tem um polo de ordem k em zero.

2. Dizemos que f tem um zero de ordem k no oo se F' tem um zero de
ordem k em zero.

Definimos
1
Res (f,00) := —Res (—2F (2) ,0)
z
Proposicao 5.3.3 Suponhamos que existe Ry > 0 tal que f € analitica em

{z€C:|z| > Ry}. Sel' € uma circunferéncia de raio R > Ry centrada na
origem e percorrida no sentido positivo, entao

/Ff (2)dz = —2miRes (f, 00) . (5.2)

Prova. Seja v(f) = fexp (i) com 0 < 6 < 2m. Se z €int(y), entdo
1 € ext(T), logo a fungao
1\ 1
F(z)=f[2) =~
©=1(1)%

¢ analitica no int(y\ {0}. Assim, temos que —2miRes(f, 00 = 2miRes(F’,0).
Provemos que [ f (2) dz = —27miRes(f, c0). Ora,

1\ 1
2miRes (F,0) = /f(—) —dz
L \z/) 2
2m .
_ / f (Re™™) R2e—i20 % i gp
0 R
2m
= / f (Re™™) Rie™"d#f
0

0
= —/ f(Re_w) Rie="d0.
2

Y
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Fazendo 0 (t) = —t = df = —dt, pelo que

0
2miRes (F,0) = / f (Re") Rie™dt.

—27

Novamente fazendo ¢ (§) = 0 +27 = dt = df e usando o facto de que €™ = 1
temos

2
2miRes (F,0) = / f (Re”) Rie”df
0

_ /Ff(z)dz.

Observacao 5.3.4 O sinal negativo (em 5.2) resulta do facto do ponto sin-
gular (00) estar a direita, no sentido positivo de I', se a curva for percorrida
no sentido inverso, obtemos o mesmo valor com o sinal negativo.

Proposicao 5.3.5 Seja v uma curva em C orientada no sentido positivo, f
uma funcao analitica sobre v e com um numero finito de singularidades no
exterior de vy, entao

/f (2)dz = —27riZ Res(f, z),

onde z; $ao os residuos de f no ext (), incluindo cc.

Prova. Ver por exemplo [HM87]. |

Exemplo 5.3.6 Escolhendo um ramo de /22 — 1 de modo que a funcao seja
analitica em C\{[—1, 1]} onde [—1, 1] é 0 segmento sobre o eixo real, calcule

V22 —1dz.

|z|=2

Resolugao A funcao
f)=VFA—1

tem uma unica singularidade em z = oo, fora de 7. Entao

/ F(2)dz = —2miRes (£, 00) .
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Como Res(f,00) = —Res(LF (1) ,0), entao temos

R0 = s (1 (1).0) = e (Y 20)

22 23

1 /!
= —(z¢"(0
(30°0)
1
27
onde ¢ (z) = /1 — z2. Como ¢ é analitica em C\{z+yi:y=0A|z| > 1} e
consequentemente no interior de -, podemos de facto calcular ¢” (0). Assim

L F(2)dz = _z” -

5.4 Aplicacao ao calculo de integrais reais improéprios

5.4.1 Integrais do tipo [~ f(z)dx

Proposicao 5.4.1 1. Seja f uma funcao analitica num aberto contendo
o conjunto H = {z : (z) > 0}, excepto num nimero finito de singula-
ridades z1, 22, - -+ , zn, nenhuma das quais estd sobre o eizo real. Supo-
nhamos que existem constantes M,p > 1 e R tais que |f (2)] < %
para z € H e |z| > R. Entdo

+oo

f(z)dx = 2mi ZRes(f, Zi)s

onde z; sao as singularidades de f pertencentes a H.
2. Se as condigoes de 1. se verificarem substituido H por L = {z € C:
S(z) < 0}, entdo

+oo

f(x)dx = —2mi Z Res(f, z),

onde z; sao as singularidades de f pertencentes a L.
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Figura 5.4: A curva 7,.

(4)

3. Se f € da forma g com P e Q polindmios, onde o grau(Q) > 2 +
grau(P) e Q ndo tem zeros reais, entdo as formulas anteriores também

se aplicam.

Prova. 1. Seja r > R tal que os polos de f se encontram no interior de ~,,
(ver Figura 5.4(i)). Pelo teorema dos residuos temos

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f, z),
r %
onde z; sao as singularidades de f em H. Poroutro lado, temos
/ f(z)dz= / f(z)dz + / f(re®)ire®ds.
Yr -r 0

Se provarmos que o segundo integral do lado direito da igualdade anterior
tende para zero quando r — 0o, podems concluir que

r—00
-

T
lim (x)dx = QWiZRes(f, 2i)s
i
sendo z; nas condigoes anteriores. Por hipdtese sabemos que

M
IF ()] < TP [ > R,
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entao o integral

“+oo
f(x)dx
é finito para qualquer a € R. Assim, podemos concluir que
+o0
lim f( )dx = f(z)dx
Resta provar que
lim f (rew) ire'?dd = 0 (5.3)
T—00 0
Como
g : M M
/ f (7’6’9) zre’edﬁ‘ <mT—r= sl 0, r—o00, p>1,
0 rP /rp_l

entao (5.3) estd provado. Isto prova o ponto 1. da proposi¢ao. Para provar
2. usa-se 0 mesmo método para a curva da Figura 5.4 (ii), o sinal negativo
¢ devido a curva ser percorrida no sentido negativo.

3. Seja P, (2) = ap+ a1z + -+ a,z™. Entao

[Pa(2)] < laol + laaf |2] + - - + lan [2]"

a a
K (:ZF‘—I- |1‘ —|—--.+|an|), lz| > 1

A\

12|" (lao| + [ar] + -+ -+ |an])
= |2|" My

Assim
| P (2)] < My |2]"

Seja Quip (2) =bo + b1z + -+ - +b,2" + -+ - 4 by p2™ P, p > 2. Entao, usando
um procedimento analogo ao da demonstracao do teorema fundamental da
algebra (ver pag. 77)

n a
Quin ()] = [ <|bn+p|—m)

n a
> el (Il — )
= |Z|n+pM2.
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onde
2| > R>1ea=|bg| + |br] + -+ |bogp_1] -
Assim
|Quap (2)] 2 [2™7F M.
Portanto .
‘Pn(z) < M |z| :ﬁ’pzz
Qnp (2) M; |Z|n+p Els
Temos . -
lim Md = de.
L Qn—i—p (:L’) —o0 Qn+p ([l?)
verificando-se (5.3) do mesmo modo. |

Exemplo 5.4.2 Calcule o integral

+o0 1
dx.
/_OO A1

Resolugao Consideremos P (z) =1e Q(z) = 2* + 1, temos

2 + grau(P) < grau(Q)

Entao pela proposicao anterior temos

T ] , 1
/_ x4+1dx:2m;Res <z47+1’zi>’

o0

onde z; sao as singularidades de ﬁ em H. Como as singularidades de ﬁ
sao os pontos

. 3. Y 7T
zlzexp<zz),22:exp ZZ , 23 = exp ZZ , 24 = exp Zz

das quais s6 21 e z5 se encontram em H. Sendo z; e 2o pdlos simples, temos

R 1 <7r> B 1 _1
SNAFT"P\IY) ) T L T a2 T
z—exp<4z)
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Assim

/+°°1d_2. 1v2\ o«
_m$4+1x—m 221_\/5_

Provemos que

1
/ dz — 0, r — oo.
c

241

onde C, ¢é a semi-circunferéncia da Figura 5.5.
Se z € Cy, entdao z = rexp (if) com 0 < § < w. Assim

1
/z4—|—1d2’ = /
C Cr
-
g 1
< ———7df
/0 |[redi] — [1]|

T oy
= df
/0 rd —1

wr

= — 0, r — o0.
rd—1 ’

1
2441
1

02

}rew‘ db

As questao que se colocam neste momento sao as seguintes.

1. O que fazer quando a fungao tem polos reais?
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2. Se a funcao nao tiver o comportamento exigido pela proposicao anterior
no semi-plano escolhido? Por exemplo

Flo) = e (—%)

A funcio exp (—2%) nao se comporta como exigido pela proposigao an-
terior, pois sobre a recta § = £Z temos que |exp (—z%)| = 1, visto
que 2% estd sobre o eixo imagindrio. esta é a motivacao para a nossa
proxima secgao.

5.4.2 Integrais improéprios envolvendo fungoes trigono-
métricas

Proposicao 5.4.3 Seja f uma funcao.

1. Seja w > 0. Suponhamos que f é analitica num aberto contendo H =
{z : ¥(z) > 0} excepto num nimero finito de singularidades, z1, 23, -,
Zn, nenhuma das quais estd sobre o eixo real. Suponhamos ainda que
If ()] = 0 quando z — o, i.e,

Ve>03dR>0:]z| > R=|f(2)| <e z€H.

Entao

/_ Ooexp(iw:c) f(x)dszwiZRes(exp(iwz) f(2),2z), (5.4)

o0

2. Nas mesmas condigoes de 1. com H substituido por L = {z : 3(z) < 0}
ew < 0 temos

/_ h exp (iwz) f () dx = —2m1 Z Res(exp (iwz) f (2),2), (5.5)

[e.e]

onde z; sao as singularidades de exp (iwz) f (z) em L.

3. Se f for substituida por g, com o grau de Q) maior que o grau de P, e
Q) ndo tem zeros reais, entao as formulas (5.4) e (5.5) sao vdlidas.
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Figura 5.6: Curva usada para a prova da proposicao 5.4.3.

A
v
Y1
...................... )
—X i) X
Em qualquer das situacoes 1. e 2. o integral
+oo
/ exp (iwz) f (x) dx
existe no sentido
r 0
lim [ exp (iwzx) f(r)dr e lim exp (iwz) f (x) dx
r—oo Jq r—oo [_ .

e sao dadas pelas formulas anteriores. Se f (x) é real para x real, entao

/_+OO cos (wx) f (x)dr e /_+OO sin (wz) f (z) dz

o o
sao iguais a parte real e parte imagindria de (5.4) e (5.5), respectivamente.
Prova. 1. Seja w > 0, e consideremos a curva da Figura 5.6, onde y; > x1,

9 > 0 s@o tais que v contém os polos no semi-plano superior. Assim pelo
teorema dos residuos

/ exp (iwz) f (z) dz = 2mi Z Res(exp (iwz) f (2), ), (5.6)
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onde z; sdo as singularidades de exp (iwz) f (2) em H.

/e'xp (lwz) f(2)dz

v

= [ iy 4 [ e o i)y
0

2
T2

0
4 / eiw(—xl—l—iy)f(_xl + zy)dy + / eiwmf (x) dz
y

10 —x1

Denotamos por I, I, I3 e I, os integrais do lado direito da igualdade anterior,
respectivamente.
Seja € > 0, e seja R como nas condicoes de 1. Definimos

My = max{[f(z2+yi)|: 0<y <y}
M, = max{f(z+wyi): —z; <z <o}
M; = max{|f(—z1+yi)|:0<y<wy}.

Se y1 > 7 > R e y; > x9, entdo cada uma das constantes M, é tal que
M; <e, 1=1,2,3. Assim

Y1 ) )
L < / |G| | £ (2, + i) | dy
0

Y1
< Ml/ e “Ydy
0

= % (1 — e_wyl)

w
M
< —
w
Por um processo andlogo temos
T3] < —.

No caso de I, temos a seguinte estimatia

2
Bl < [ o) ds
s
< / e W Mgd.ﬁl]
e
< Mye ™ (29 — xq),
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como w > 0, escolhemos y; : 7Y (x5 — x1) < €. Como

z2

/exp (iwz) f(2)dz =11 + I, + I3 +/ e f () du,

v —1

entao

/2102 e f (z) do — 2mi Z Res(exp (iwz) f(2),2) = — (1 + I, + I3),

—x1

onde z; sdo pondes nas msmas condiges que em (5.6).Portanto

V " oM (@) de — 2w Y Res(esp (i) £ (2) . 2)

M M

< —1+—3+M26 Y (29 — 11)
w
2¢

< —+e

Da arbitrariedade de €, concluimos que

2

lim e f (v) dz = 2mi Z Res(exp (iwz) f (2), z).

fEl*}OO
xg—oo ¥ —I]

A prova de 2. é faz-se de um modo andlogo e a de 3. usa-se um processo
semelhante ao da demonstragao da Proposi¢ao 5.4.1 pondo |P, ()| < M |z|"
¢ |Quit (2)] = My 2" u

Exemplo 5.4.4 Mostre que para b > 0
/°° ST, _ e ?
o TZHB2T 2b

cos @
z2+b?

/°° cosT_, 1/+°° cosT_,
— dr== — dx
o P4 2) . 2P

Entao pela proposicao anterior temos

o0 1z
COS T e
/_OO 72 n b2dl’ = 2mi E Res (m, Zi) y

Resolugao Dado que ¢ uma funcao par, temos
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yA
Figura 5.7: Contorno usado na resolu¢ao do Exemplo 5.4.4.
onde z; sao as singularidades de wa em H. Como o unico polo de %

que esta em H é b e

R iz b 6i2b b
“ <z2+b2’ Z) T2 2bi

* cosx 1 et we~?
——dr = =Re | 21— | = )
/0 22 e( mez’) 2

Vamos apresentar um processo alternativo para resolver o integral deste
exemplo sem recorrer ao teorema dado. Usando o contorno da Figura 5.7
com |R| > |b]. Como

entao

R iz b 6i2b b
“ <z2+b2’ Z) T2 20

entao pelo teorema dos residuos temos

2bi

' —b —b
er® e e
/ dz =2mi— = )
¥

224+ 02

Equivalentemente temos

b

e b

/R ei:c d N / eiz
——Aax
_Rl'2+b2 Cr 22+b2

Se provarmos que
iz
lim BT
R—>OO CR zZ + b

dz = 2

% dz=0



140 Capitulo 5. Calculo de Residuos

concluimos, depois de passar ao limite, que

/+oo eim dr — 7T€_b
oo T2 HD? b

ou ainda que

T cosx [T sinx me?
———dxr +1i — dr = .
_ +

[e.e]

Portanto, temos

T cosx we~? T cosx e ?
ﬁdx = & ——dr = )
oo T2+ D b 0

Resta entao provar que

e
lim ——dz = 0.
R—o0 Cr 22 + b2
e

/CR 22 + 12
"]
< o 4zl
/cR ||2[* — 02|

Se z € Cg, entdo z = Rexp (i), 0 < 0 < 7, logo

/ 7|6iz| |dz| = /7T |eiRei9 ‘Riew‘ db
cn 11212 = b2 o R?—10?

/w R ‘eRi(cos 0+isin ) ‘
0

Como

iz

|dz|

62’2
—d
/CR Z2+b2 <

1

R " 1R cos —Rsin
R Ry po—

R /w s
= [ Ry
R =12 J,

2R / Reing
= [ e fsinfgp,
R2 _ b2 0
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A
v

Figura 5.8: Prova geométrica de sinf > 2.

Como sin § > % (ver Figura 5.8). temos que

i/% e—RsinGdG S i/% 6%29d9
0 0

R2 _ 12 R2 _ 12
B 2R ( T _g L T )
T R-»\ 2R° 2R
- Rzibz (1-e™) =0, R— oo
Portanto, esta concluido o exemplo. [

Lema 5.4.5 Suponhamos que f tem um polo simples em zy e seja Y. a por¢ao
de circulo da Figura 5.9. de raio € e angulo . Entao

e—0

lim/ f(2)dz = aiRes (f, z0) .
Ye

Prova. A série de Laurent préximo de z, é dada por

Fe) =2 g

Z— 20

onde g (z) é analitica em z;. Assim

[ r@= [ Lt [ g0




142 Capitulo 5. Calculo de Residuos

Figura 5.9: A curva 7.

Como . (0) = 29 +ee?, apy < 0 < ap + . Temos

bl apta bl )
dz = —.eeiewdﬁ = bai.
v 2 20 oo ee’

Dado que g (z) é analitica perto de zp, entao é limitada, digamos por M, logo

/g(z)dz§M1(7)5—>0, e—0

Ye

Assim
lirr(l) f(2)dz = aiRes (f, 2) -

ol

Definicao 5.4.6 Seja f continua em R excepto em xo < x1 < -+ < x,. Se
Tro—€ +o00
| t@an [ i@
—00 Tn+e€
forem convergentes para qualquer € > 0, e se

lim{/IO_Ef(:)s)alij/m_gf(:)s)alxjt---+/In_E f(z)dx + +Oof(x)dx}

=0 —00 rote Tn—1+t€ Inte
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¢ finito, entdo chamamos a este limite o Valor Principal de Cauchy, e

representamo—lo por
“+oo

V.P. f(z)dz.

—00

Proposicao 5.4.7 Seja [ analitica num aberto contendo o semi-plano su-
perior H = {z:(2) > 0}, excepto num nimero finito de singularidades.
Sejam x1,xa,- " ,, Tm, Singularidades sobre o eizo real e suponhamos que
sao polos simples. Se

1. AM,p > 1 e R tal que Vz € H com |z| > R temos

) < 2L

z|
2. f(z) =€%g(z) coma>0e

9 (2)] — 0, z = o0,

ou ainda
Ve>03dR: |z| > R=|f(2)]| <e
Entao
+oo
V.P. f(z)dz
existe e
+o0
V.P./ f(x)de = 27TiZRes(f, 2i) —|—7TiZRes(f, Tm),

onde z; sao singularidades de f em H\R.

Prova. Seja vy =~ +7 + 7 + -+ vm + 7, ver Figura 5.10. Pelo teorema
dos residuos temos

/f (2)dz = 2mi ZRes(f, w;),
M

onde w; sao as singularidades de f em H. Como |f (z)] < -, entao por
comparacao os integrais

/xl_6 f(x)dx, /:OO f(z)dx

—00 m+E€
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Figura 5.10: Curva v para o calculo do Valor Principal.

A
Y,

sao convergentes para qualquer € > 0. Logo

r—00 =

lim [ f(x)dx
Y

existe. Assim
/f (2)dz = 2mi ZRes(f, 2i)s
”

onde z; s@o as singularidades de f em H\R. Atendendo & deconposi¢ao the
7 temos

/vf(Z)dz:Af(x)dxﬂL/yrf(z)dz_ki f(2)dz.

k=1 Yk

De modo andlogo como foi feito na Proposicao 5.4.1, temos que

Yr
Portanto
Z/ f(z)dz+ lim [ f(x)dx=2mi ZRes(f, ;).
k=1 e J5 i
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Pelo lema anterior
lim [ f(x)dx = —miRes (f,x;), Vj=1,2,---,m
Y

logo
lim [ f(z)dx= 27riZRes(f, 2i) +m’ZRes (foz;),
i j=1

r—00 x
5

mas isto por definicao é o valor principal de Cauchy

lim (hm V f () d:r) .

e—0
|

Proposicao 5.4.8 Seja f analitica num aberto contendo o semi-plano infe-
rior L = {z : Im (2) < 0} ezxcepto num nimero finito de singularidades, das
quais T1, T, - , Tm, Sa0 polos simples sobre o eizo real.

1. AM,p > 1 e R tal que Yz € L com |z| > R temos

M
< —.
FOI< T
2. f(z)=¢"*g(z),a<0eg= g onde o grau de () € maior que o de P.
Entao
+oo m
V.P. f(z)dz = —2m’ZRes(f, 2i) —m’ZRes(f, ;)
oo =

onde z; sao singularidades de f em H\R.

Prova. Andloga a anterior, usando a curva da Figura 5.11.

Exemplo 5.4.9 Considere a fungao

Si% se x#0
flx) =

1 se z=0

o0 g .
Mostre que fo *Edz existe e calcule o seu valor.
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Figura 5.11: Curva usada para provar a proposicao 5.4.8.

Resolugao Consideremos f () = %, temos que ‘%} — 0 quando x — oo,
entao pela Proposigao 5.4.7

400 iz
I:V.P./ C dr

o T

existe. Logo

Como

T sinx
dx
T

existe, (integragao por partes...), entao

+00 o3 +00 o3
V.P./ Smxd:c:/ ST e

T T

[e.9] o0

Ainda pela Proposicao 5.4.7

400 eim » eiz . .
I =V.P. —dr =mRes | —,2=0)=mi-1=mi

w T z
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T sin o
de =7
e T

é uma funcao par temos

T sin & T
dr = —.
0 x 2

Alalternativamente poderiamos pensar em na funcao

Assim

sinx
T

visto que

e 1% e~y ) elm(z)

1) = =

z ::B+yz' z

e aplicar a Proposicao 5.4.8, tendo em conta que

Res (e‘ ,zzO) =1.
z

+00 e—ix
V.P./ dx = —m1i
_ T

Portanto

e}

o que nos da

+00 in [
/ sin ( x)dx:—ﬁ

00 T

sin(—x)

/ sin () dp —
0 x

e por conseguinte, dado que é impar

D[

Exemplo 5.4.10 Calcule

/+°° sin x
dx.
oo Z(x+1)(224+1)

Resolucao Consideremos

147
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Como
1

z(z+1)(224+1)

entao pela Proposicao 5.4.7

'%O,Z%OO,

+o0o
I =V.P. f(z)dz

—00

existe, logo
oo sin

S(I) = V.P. /_ da.

o T(x+1)(22+1)

Como

/+°° sin
dx
oo Z(x+1)(224+1)

existe, entao

+oo sin oo sin
V.P. dx = dx.
/_oo st )@+ /_oo rt )@+ 1)

[ |
Os pontos z = 0,z = —1, z = 44, sdo polos simples de f (z) com residuos
Res (f,0) = < =1
T DR L
Res(f,—1) = m . =3 [cos (1) + isin (—1)]
et 1
N TR
Assim

ve [ fayde = om [—%(1—@’)}—|—7Tz'{1—%[cos(l)vLisin(—l)]}

e

_ _ Z.<_216+7T_gcos(1))_———sm(l)-

Portanto

+oo sin 1 1
—r(—— 41— Zcos(1)).
[ et (et ge)
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5.4.3 Integrais definidos de fungoes trigonométricas

Proposicao 5.4.11 Seja R (sinf,cosf) o quociente de polindmios de sin 6
e cosf, cujo denominador nao se anula sobre a circunferéncia unitdria, z =
exp (i), 0 < 0 < 2w. Entdo

2m
/ R (siné, cosf) df = 27riZRes (f,zi),
0 i

onde z; sao as singularidades de f no interior de {z : |z| = 1} sendo f dada

B R T Rk

Prova. Seja z = exp (i) um ponto sobre a circunferéncia unitdria. Entao
temos
eif | =it 5 4 -1 o _ o= -1

cosf = 5 5 sinf = 5 =

Pelo facto de R nao ter polos sobre a circunferéncia, f também nao tem, e
assim pelo teorema dos residuos temos

(2)dz = 2mi Z Res (f, z),

|2=1

onde z; s@o as singularidades de f no interior de {z : |z| = 1}. Por outro
lado, temos

o 2 0 =i 0 | —iO\ ;.0
/ R (sinf,cos0)d) — / R(e € 4—26 )Z,e. do
0 0

2 iei?
2w ] ]
= / f (e’e) ie'?do
0
= f(z)dz=.

|z[=1

Isto prova o resultado da proposicao. |

Exemplo 5.4.12 Calcule
2 do
I = / a € R\{1}.
0

14+ a2 —2acosf’
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Resolugao Pela proposicao anterior, com z = exp (i6) < df = % e cost) =

z42z"1
2

, logo

I / dz B / 1dz
=1 i((z—a)+az(a—2)  Jz (2 —a)(ez —1)
|
Os polos sao z = a e z = % Suponhamos que a > 1 pelo que z = é €
int({z:|z| =1}). O residuo é dado por

1
fes (f ’ &) T a1y

Suponhamos que a < 1 entdo z =a € int({z: [z| =1}) e

7
1 —a?

z=1
a

1 i
Res (f,a) = = :
2
az—1|,_, a*—1
Assim
azzfl se a>1
I —
1 se a<1

1—a?

Exemplo 5.4.13 Mostre que

/27r d@ o
o 3—2cosf+sinf

Resolugao Sendo z = exp (if) com 0 < 0 < 27, temos

-1 _ 1 d
cosf = te ,sin@zz Z ,d@z,—z.
21 12
Logo
df B % 1
3—2cosf+sinf iZB—z—%—i—%(z—%)
B dz 2
N i3z—z2—1+%22—%
9;
= ! dz.

(241i)22—6z—1i+2
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1

717 das quais s6

Como (2+14)22—6z—i+2=0seesdsez= 2%2 ou z =
a segunda estd no interior de {z : |z| = 1} com residuo

1 21
R p—
es(f’2+z') 2(2+i)z—6

entao

o df ey
/|Z:1f<z)dz_/0 3 —2cosf +sind = 2mi (_5) -

5.4.4 Integrais em torno de um ponto de ramificacao

Proposicao 5.4.14 Seja f analitica em C excepto num nimero finito de
singularidades isoladas, nenhuma das quais esta sobre o eixo real positivo.
Seja a > 0 nao inteiro e suponhamos que

1.3M, R >0eb>a:|z| >R = |f(2) <X

z

2. AMy, Ry >0ed:0<d<a,0<|z|<Ry=|f(2)] <22

ER
3. Sefzg com grauP =p e grau@) = q e

(a) 0<a<q—p

(b) ng,np a ordem do zero de @ e P em z = 0 respectivamente, entao
nQ—np<a(Q(O)7EO:>nQ:0)

/OO 27 f (2) do

0

Entao

¢ absolutamente convergente e

—Tmai

/oo [L’a_lf ([L’) do — e Z Res (Za—lf (Z) >Zk) ’
0 k

sin (a)

onde z sao as singularidades de [ excepto z = 0.
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Figura 5.12: Contorno usado na demonstragao da Proposicao 5.4.14.

Prova. Que o integral é absolutamente convergente, é uma consequéncia da
seguinte estimativa

M,

[z

f (@) <

para x suficientemente grande. Para x pequeno temos

Consideremos o contorno da Figura 5.12

. Seja y =1 + Y2 + v3 + 4. Escolhemos r, 7y e € de forma que
To S R, T Z R

e v contém todos os polos de f (z) excepto z = 0. Consideremos

I:/Vz“‘lf(z)dz
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onde 271 = exp ((a — 1)logz), com logz o ramo do logaritmo correspon-

dente a 0 < arg z < 27.
L = / 27 (2) dz
7

b:iéfﬁ@@
g:lﬁﬁ@m
h:lﬁﬁ@m

Temos [ = I} + Iy + I3 + 1. Pelo teorema dos residuos

I =2mi Z Res (2*7' f (2), 21)
k

onde z;, sdo as singularidades de 2*7! f (2) excepto z = 0. Usando as seguintes
parametrizacoes para ys € Yy
i(2m—e)

Y2: [’f’, TO] - Ca t—te ) Va: [TOa T] - C> t— t6i€>

temos as seguintes estimativas
| |a—1

4
Ll < }foHM<M/
7

‘]2‘ _ /O [te i(2m— E)j| f(te i(2m— e)) i(2m—e dt—>/ $o 1 27TZaf( )dt e — 0.

2" = 0, r — 00.

a—1
|| < /\za YISz \|dz\<M2/ 2] < =dor 0, 1o — 0.
V3 ‘Z‘
L = / (1] £ () ZEdH/ U (1) dt, € — 0.
0
Assim

]2+I4—>(1 27raz>/ta 1f()

0o
€ Ccomo

1— 2mai 2

e = 1- ((3082 ma — sin” wa + ¢2 sin wa cos wa)
= 2sin® wa + 2isin wa cos Ta
—2isina (cos ma + isin wa)

—21e"™*sin ra
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vem que

I + I, — —2ie™ sin 7ra/ t L (t) dt.

o

Seja ¢ > 0, entao dr, e tais que

/Tt“‘lf(t)dt—/oot“‘lf(t)dt‘ <§

e ainda

Seja € tal que

0 0
n s Ll
|2ietem sina| 47 |2ie@T sinTwa| 4
I+ 1, /T 1 o
—_— — t? t)dt) < —.
‘ —2ie'%T sin Ta . ) 4

Assim

/OO t L () dt !

0 | —2ieiT sin 7al

0 —2ie" ™ sin ma
L+ 15
—2ieteT sin Ta

0 . —2ie'% sin wa .
L I3
—2iei™ sin Ta ) —2ie'™ sin Ta
o 6 6 ¢
§+1+1+1

Dada a arbitrariedade de J, temos

/oot“‘lf(t)dt = !

0 —2ie™ e sin a
2mi Y., Res (27 f, z1,)

—2ietme sin ra

—mas

—T7e
= — Z Res (z“_lf, zk) .
sinma £

[Tetrwa- it epaa [ o

/Oot“—lf(t)dt—/Tt“—lf(t)dt' + '—A +/Tt“_1f(t)dt
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onde z;, sao as singularidades de 27! f excepto a origem. [

Exemplo 5.4.15 Prove que para 0 < a < 2
[e%¢) xa—l T
—dr = ————.
/0 x?2+1 2 sin (%)

Resolugao Temos Q (2) = 22+1, P(2) =1e 0 < a < 2—0. Pela proposigao
anterior

o] xa—l 7Te—7ria Za—l Za—l
de = — Res ( ———,i ) +Res [ ——,—i) ).
/0 21 sina ( es <z2+1’2) e <z2+1’ Z))
Como
Za—l Z‘a—l Za—l (_,l')a—l
Res | ——,i ) = R —i) =—
es<z2+1’z) 2’ es<z2+1’ Z) 20

— —fexp((a — 1)logi) — exp ((a — 1) log (~i))]
- 5 (o (- 0F0) ~ew (-1 )
_ _% (exp (%z) + exp (?Z))

- _%e’“”' (exp (—%Z) exp (%Z»

- e on ().

escolhendo arg (z) tal que 0 < arg(z) < 27. Portanto

e 7).
r = — |—e cos | —

o x2+1 sin ra 2

T COS (“—“)

2
sin Ta

T COS (%‘”)

2sin (%) CoS (%)
T

2sin (%) '
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Exemplo 5.4.16 Calcule

a—1

/ de,0<a<3.
0

3+ 1

Resolugao Temos 23+1 = 0 & 2; = exp (gz) , 2o = exp (mi) , z3 = exp (gm)
Os residuos sao

201 . _exp (%i(a—1)) 1 Ta .
Res (723 n [ exp <§z>) = Sexp (%WZ) =g exp (?z) .

Res( X7 e (m)) G A

241 3(—1)° 3
57(a—1) .
R 201 57 . eXp < 3 Z) 1 Sma .

es | ——,exp | —1 = — 2 = —_—exp| —1].

2117\ 3 3exp (1574) 3P\ 73

[ |
Entao

/°° 21 P —me T [ 1 <7ra ) N 5ra . N (i)
r = — |exp | —1 exp | —1 exp (mai

o w3+1 sin Ta 3 P73 P 73 P

o

T 2ra | L 2ra . i
= - —1
3sinma o 3 &P 3
T 2ma
= 2 — 1]).
BSinwa( COS( 3 Z) * )

5.5 Soma de Séries

Pretendemos desenvolver um método que nos permita calcular o valor de

> f(n)

n=—oo

para uma dada funcao f.
Seja f analitica em C\ {z1, -, 2} tais que 2z; € Z, i = 1,--- | k. Seja
G (z) analitica em C\Z tal que G (z) tem polos simples para cadan € Z e

Res (G (2),z=n)=1, n € Z.
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(um candidato é G (z) = wcot (7z)). Nestas condigbes temos
Res (f (2)G (2),z2=n) = f(n).

Se v é uma curva cujo interior contém os pontos —N,--- , —1,0—1,--- /N,
entao temos

/G(z)f(z)dz:Qm' Z f(n)+27TiZRes(f(z)G(z),z,-).

No caso em que f tem singularidades inteiras, temos

/G (2) f (2)dz = 2mi Z f(n)+2mi Z Res(f(2)G(2), zi),

onde a primeira soma é feita sobre os pontos n os quais nao sao singularidades
de f e z; sao singularidades de f.

Teorema 5.5.1 Seja f analitica em C\{z,---,z}. Seja Cn o quadrado
com vértices em (N + %) (£1+4),N=1,2,---. Suponhamos que

/c G(2) f(2)dz— 0, N — oc. (5.7)

Entao
N k
nh_)Holo Z f(n)=— Z Res(7 cot (72) f (2) , 21),
n=—N i=1

onde a primeira soma € feita sobre os pontos n 0s quais ndao sao singulari-
dades de f. Se f nao tiver singularidades inteiras, entao

lim > fln)=- Z Res(m cot (72) f (2) , ).

Para que se verifique (5.7) basta existirem R, M > 0 tais que |zf (2)| < M
com |z| > R.

Prova. Ver por exemplo [HM87, Theorem 4.4.1]. |
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Observacgao 5.5.2 No caso em que aparecem séries do tipo

“+oo

> Y f(n)

n=—oo

usamos o mesmo contorno Cy e a fun¢ao G (z) = mesc (wz). Se f é analitica

em C\{zy1, -+, 2}, entdo se n € Z\ {z1, - -, zx} temos
Res (mese (n2) £ (2) 2 = n) = LGy p iy
(sin2) |,
E o seguinte resultado tem lugar
N k
lim Y (=1)"f(n) ==Y Res(mesc(m2) f(2),2),
n=—N i=1
onde a some no lado esquerdo é feita nos pontos n € Z\{z1, -, 2}
Exemplo 5.5.3 Mostre que
1 w2
S =G
—~mn 6

Resolugao Seja f (z) = Z% f tem uma singularidade na origem. Calculemos

1
Res <7r cot (mz) i = O) .
Como cot (z) tem um pdlo simples em z = 0, entao

b
cot(z):;1+ao+alz+agz2+-~-

Usando a definigao de cot e os desenvolvimentos de sin e cos obtemos

_E BBy LI
- R e z — — J— e — a z z e
2l " 4l TR 2 0T

b
= b1+aoz+<a1—3—1'>22—|—<a2—@>z3—|—---
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Assim, concluimos que

by =1
ag = 0
- 1_1__1
@1 =% "2~ 73
. ~ t ,
Portanto o desenvolvimento para a funcao %2(”) ¢ dado por

meot(nz)  m(E-%F4+---) 1 a2l

Tz

2 22 23 3z ’

z

de onde se conclui que

1
Res (ﬂ'COt (m2) —,2 = 0) =35
z

Pelo teorema anterior temos

, L1 & 7
]&Ef;o(; $+;$>:?

=—N

ou ainda que

Isto prova o resultado. [

Exemplo 5.5.4 Prove que

(=p"*
(2n—1)3

(_l)n l

Resolucao Temos % ) J tem um polo de ordem 3 em z = 3.
n—3z

11 d? T w3
Res (mcse (12) f () = — o5 903 (W)‘ -
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Assim, pela Observagao 5.5.2 temos
0 n—1 N n—1 3
: (1) (1) m
lim — + —— | ==
N—oo (n:Z_N (2n —1)° ; (2n —1)° 16

ou ainda

N—oo
n=1

N n—1 3
. (—1) T
lim - = —.

2 (2n —1)° 32
O resultado segue por defini¢ao.

Exemplo 5.5.5 Mostre que

nt 90

n=1

Resolugao Seja f (2) = . f é analitica em C\ {0}. Pelo teorema anterior

]\}1—I>noo{ _Z f(n)+Zf(n)} = —Res (mcot (72) f (2),2 =0)

ou seja

lim Zf (n) = —%Res (meot(mz) f(2),2=0).

N—oo
|

Como cot (z) tem um pdlo simples em z = 0, entao
e S O ot @zt as?? 0t
—_—— e e e — Z—_ RN o« .. RN a az az az DR
21" 4l 3l " 5 z T ’

b a a b
:b1+aoz+<a1—3—1!)22+(a2—3—?>23+<a3—3—?+5—1!)z4+---

b =1 b =1

ag =10 ag =

R R

ai 31— 9l ay 3

w-d+473  lw--}
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Assim
reot(nz)  w  1x® 14t N
24 w5 323 45 2
Portanto Res (7 cot (7z) f(2),2=10) = —Z—; e assim, concluimos que
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Exercicios

Exercicio 5.1 Escrever a parte principal das seguintes fungoes, em suas
singularidades isoladas classificando-as.

L. f(2) =zexp ().
2. f(2) = £=.

Exercicio 5.2 Calcule os residuos das seguintes fungoes nos seus pontos
singulares, classificando-os.

1. -2

e*r—1"

2. sin (%)
3. 2.

1—cosh z
4. —s

exp(2z)

6.

221
cos(mz)+1"

Exercicio 5.3 Seja ¢ uma fungao analitica com um zero de ordem um em

zp. Prove que se f (z) = @, entao

q// (ZO) .
¢/ (20)]°

Exercicio 5.4 Mostre por meio de um exemplo que se f tem residuo b; em
20, entdo f? ndo tem necessariamente residuo b? em zg.

Res (f,z) = —

Exercicio 5.5 Sejam f, g fungoes com polos simples em z5. Mostre que fg
tem um polo de ordem dois em zy. Calcule Res(fg, 2).

Exercicio 5.6 Calcule os seguintes integrais.

dz
L. f|z\:9 e*—1"

2. [, tan 2dz.
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cosh(7z)
3. f| =2 z(z2+l

4 [l (ez — e%> dz.

Exercicio 5.7 Mostre que

1 1
exp (z + —) = 27riz —_
A z = n!(n+1)!

Exercicio 5.8 Mostre que se f é analitica sobre e no interior de uma curva
fechada ~, excepto nos seus polos, entao

L (e, o
2—7m'7f(z)dz_N P,

onde N é a soma do numero de zeros de f e P a soma do nimeros de polos
de f todos interiores a v e contados de acordo com a sua multiplicidade.

Exercicio 5.9 Deduza a formula integral de Cauchy e a féormula integral de
Cauchy para derivadas a partir do teorema dos residuos.

Exercicio 5.10 Estabeleca os seguintes resultadoxs.

R dv _ _ m
L. f—oo z2-2zx+4 ~— /3°

3

o

Jo e = = (cos 5 sin ).

O gsinx _ T
3. [Xzinggy 1

1+x2

1
rsinx ™ 3
o0 TeT V3 sin
4. fo Cotdr = Je si

T d)
5. fO 1+sin?6 %
2 . 2m 401
6. ;‘fcos 9d9 27 ( \/75 —56), considerando a parte real de [ 57o—7d0

convertendo a um integral ao longo da circunferéncia unitario.
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